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1. Introduccion y Resumen Ejecutivo

1.1 Lasrequlaciones prudenciales deriesgo crediticio en Argentina

Las regulaciones prudenciales argentinas sobre solvencia de las entidades
financieras incluyen un requisito de capital por riesgo crediticio definido sobre
el “banking book” de las entidades. Este requisito se aparta de las
recomendaciones de Basilea en algunas direcciones. Segun éstas, debe
requerirse un minimo de 8% de los activos ponderados por riesgo,
definiéndose ponderaciones que pueden variar entre 0 y 100% segun ciertas
categorias amplias de activos y con cierta discrecionaidad para las
autoridades de cada pais.

En Argentina € requisito minimo es de 11,5% y se definen ponderadores del
tipo de Basilea. Pero aparte de esto se multiplica e 11,5% por un “factor
CAMEL” que varia entre 0,97 y 1,125 segun la calificacion CAMEL dada al
banco por la Superintendencia de Entidades Financieras, de manera tal que
cuanto peor calificada esta una entidad mayor es e factor. Adicionalmente,
cada préstamo tiene un coeficiente (o ponderador) que multiplica a
ponderador de riesgo correspondiente a la categoria del préstamo segun la
clasificacion en € estilo de Basilea. Este ponderador es llamado Indicador de
Riesgo Crediticio (IRC), ya que toma a la tasa de interés de cada préstamo
como indicadora del riesgo del mismo.! Por consiguiente, en las normas
argentinas € ponderador final del préstamo esta compuesto por dos
ponderadores que se multiplican, el primero es el de Basileay se aplica sobre
grandes categorias de préstamos (y otros activos) y e segundo es el IRC y
depende del nivel de latasa de interés activa.

Este trabajo encara el tema de la utilizacion de ponderadores de riesgo desde
una perspectiva regulatoria que tiene en cuenta explicitamente €l objetivo de
acotar los riesgos de insolvencia de los bancos mediante requisitos de capital
minimos. Los ponderadores de riesgo de Basilea a menudo han sido criticados
por no tomar en cuenta fendmenos de cartera como €l beneficio derivado de la

! La tabla que define actualmente al Indicador de Riesgo parte de un factor de 0,8 para los préstamos a
clientes que cuenten con calificacién de riesgo no menor ala de los titulos pablicos nacionales siempre que la
tasa de interés no supere en més de dos puntos porcentuales ala de los préstamos a empresas de primeralinea.
Aparte de estos casos, € factor variaentre 1y 6 segiin la magnitud de latasa de interés, ya sea para préstamos
en moneda extranjera (m.e.) o en pesos. Por gemplo, los préstamos en m.e. con tasas hasta 14% anua o en
pesos con tasas hasta 18% anual tienen actualmente un factor de 1, los préstamos en m.e. con tasas entre 14%
y 17% 0 en pesos con tasas entre 18% y 21% tienen un factor de 1,2, etc. Al final de latabla, los préstamos en
m.e. con tasas mayores a 74% 0 en pesos con tasas mayores a 78% tienen un factor de 6.



diversificacion y por no diferenciar entre préstamos otorgados a deudores con
calificaciones disimiles (e.g. una empresa AAA vis a vis una B). La mayor
parte de los préstamos en e enfoque de Basilea terminan teniendo
ponderadores de riesgo unitarios excepto cuando tienen garantias muy
significativas. No hay cabida alli para discriminar entre bancos més o menos
prudentes en la asignacion de sus recursos totales entre préstamos que
importan diferentes niveles de riesgo. El reciente replanteo del Comité de
Basilea sobre Supervision Bancaria reconoce explicitamente que “la actual
ponderacién por riesgo de activos es, en el mejor de los casos, una medida
cruda del riesgo econdmico, principalmente porque los grados de exposicion
al riesgo crediticio no estan suficientemente calibrados como para diferenciar
adecuadamente entre | os riesgos crediticios de |os prestatarios.”?

Una forma de corregir algunas de estas deficiencias parte de recordar que la
tasa de interés activa reflgja entre otras cosas € riesgo del préstamo. Un banco
cobrard una mayor tasa de interés a un cliente considerado més riesgoso, mas
alla de todos los otros costos que inciden en la determinacion de la tasa de
interés. Por consiguiente, prima facie la introduccion de una relacion entre la
tasa de interés de un préstamo y e ponderador de riesgo sobre el préstamo que
establece la normativa argentina tiene un gran atractivo. Por otro lado, como la
tasa de interés activa reflgja también diversos costos aparte del riesgo, cabe
preguntarse cual eslamejor manera de disefar los ponderadores a utilizar para
determinar los requisitos de capital.

La finalidad del presente trabgo es andizar la fundamentacion
microeconémica de una norma de este tipo sin partir de preconceptos con
respecto a como debe estructurarse en detalle. Por €ello, se parte de un conjunto
de ponderadores arbitrarios y se demuestra que para asegurar € objetivo
regulatorio de limitar la probabilidad de quiebra de la entidad financiera los
ponderadores deben respetar cierta |0gica. Siguiendo a Rochet (1992), se
demuestra que si los ponderadores no estan bien estructurados, €l incentivo
dado ala entidad puede ser contrario a buscado: o sea, la entidad puede verse
incentivada a asignar mas préstamos muy riesgosos, aprovechando las
inconsistencias en la estructura de ponderaciones, y menos préstamos poco
riesgosos. De esta manera, la restriccion regulatoria podria facilmente hacer
aumentar |a probabilidad de quiebra de un banco en lugar de disminuirla

2 Basel Committee on Banking Supervision (1999.)



1.2 La modedlizacion del comportamiento de un banco mediante teoria de
carteras

Se parte de un marco muy general basado en la teoria de carteras que se
desarroll6 a partir de Markowitz, Tobin, Sharpe, Lintner, Merton, y otros
clasicos de la teoria de finanzas. Se supone que las condiciones en la industria
bancaria son fuertemente competitivas, lo que elimina todo poder de mercado
y hace que las tasas de interés reflgjen exclusivamente los costos esperados y
los riesgos. Se cree que este es un supuesto basico razonable para la Argentina
actual.

Ademas, se supone que cada banco se comporta como un administrador de
cartera que toma sus decisiones de asignacion de recursos de acuerdo con sus
preferencias sobre e rendimiento esperado y € riesgo. Estas preferencias se
resumen en un coeficiente de aversion a riesgo.

En la mayor parte del trabgo se supone, para ssimplificar, que el banco es de
responsabilidad ilimitada, lo cual significa que no toma en cuenta, al tomar su
decision de cartera, que no puede perder mas gque su capital (y algunos costos
de quiebra que pueden omitirse). Esto permite obtener resultados claros sin las
complicaciones que introduce la responsabilidad limitada. Sin embargo, en
una Ultima seccion se andlizan agunas de las consecuencias de la
responsabilidad limitada (nuevamente, siguiendo a Rochet (1992)).

Cuando hay responsabilidad ilimitada, puede tomarse como constante el
coeficiente de aversion al riesgo del banco (aungue no es necesario hacerlo),
lo cual facilita algunos aspectos del andlisis. Cuando hay responsabilidad
limitada, sin embargo, la aversion a riesgo es necesariamente variable en
funcion de la capitalizacion del banco. Cuando € capital del banco es muy
reducido, el banco enfrenta en esencia una “one way bet”, por lo cua puede
convertirse en amante del riesgo y asumir posiciones muy riesgosas aun
cuando los ponderadores de riesgo sean definidos en la forma éptima (para
bancos de responsabilidad limitada) que se resefia a continuacion.

Para enfrentar la responsabilidad limitada, se sugiere la necesidad de
complementar los requisitos de capital minimo definidos a través de activos
ponderados por riesgo con requisitos de capital minimo absoluto.® De esta
manera se obliga a los bancos (administradores o accionistas) a tener

3 Ver Rochet (1992).



suficiente capital para perder como para disminuir su propension a ser
amantes del riesgo debido a su responsabilidad limitada.

El riesgo crediticio se expresa en e trabgjo a través de las caracteristicas
probabilisticas del costo por incumplimiento en €l servicio de los préstamos, o
costo por incobrabilidad. Este costo reflgja el resultado neto de la pérdida de
ingresos por incumplimiento menos el recupero que pueda haber. Se supone
gue € costo por incumplimiento por unidad de préstamo se distribuye
normalmente, 1o cual permite resumir en dos parametros las caracteristicas de
toda la cartera de préstamos. Estos dos parametros son € costo esperado y €l
desvio estdndar del costo (0 sea, la dispersion del costo en torno a su media).
Esta distincion es muy importante pues €l costo medio puede tratarse como los
demas costos del banco mientras que €l desvio estdndar del mismo tiene que
ver especificamente con €l riesgo.

El rendimiento del préstamo es la tasa de interés activa menos e costo por
Incumplimiento y menos otros costos que puedan ser imputados directamente
al préstamo. Se opta por usar como variable fundamental €l capita final del
banco, o sea, € que le queda al final del periodo luego de que cobra las tasas
activas de los préstamos en cumplimiento, se restan los costos por
incumplimiento (que son aleatorios) asi como los restantes costos y devuelve
los depdsitos con sus intereses a los depositantes. Si este capital final resulta
negativo el banco estara quebrado.

Se supone ademés que el banco tiene la opcion de colocar parte de sus fondos
en un activo libre de riesgo (que puede interpretarse como €l mercado
interbancario) o bien de endeudarse en € activo libre de riesgo. En teoria de
finanzas este supuesto permite obtener una forma convenientemente lineal
para la frontera de eficiencia en el espacio rendimiento esperado-riesgo. El
equivalente en este trabajo es el espacio capital final esperado-riesgo.

Se demuestra que bajo tales supuestos hay una estructura de préstamos éptima
de un banco gque no esta sujeto a regulaciones de capital. En qué medida cada
banco opta por asignar sus fondos entre esta “cartera de mercado” de
préstamos riesgosos y los préstamos interbancarios depende exclusivamente
de su grado de aversion al riesgo. Bancos muy poco aversos a riesgo optaran
por invertir muy poco de sus recursos en reservas o bien hacer préstamos
riesgosos por un monto mayor que la suma de su capital y sus depdsitos (que
estan dados y pagan la tasa libre de riesgo) endeudandose para €llo en €



mercado interbancario, mientras que bancos mas aversos a riesgo mantendran
suficientes reservas.

Cuando € regulador impone un requisito de capital a través de ponderadores
de riesgo, lo que hace es pedirle a banco que respete la siguiente desigual dad:

K3 SikLiWi,

donde K es el capital del banco, k es el coeficiente de Basilea (que en el caso
argentinaes 11,5%), L esd i-ésimo préstamo y w; es el ponderador de riesgo
correspondiente a i-ésimo préstamo. La estructura de los ponderadores w; ,
junto con € nivel de k, determina hasta qué punto puede prestar e banco,
dado su capital. Si esos ponderadores no son adecuados, un banco que esta
efectivamente limitado por la regulacion, o sea que cumple esta restriccion
con igualdad, elegird una estructura de préstamos subdptima. Se demuestra en
el trabajo que facilmente puede darse el caso que € banco vea aumentada la
probabilidad de quiebra a raiz de la existencia de la regulacién, lo cua es
exactamente lo opuesto del objetivo del regulador. Por lo tanto, es
fundamental disefiar en forma adecuada |a estructura de |os ponderadores.

Lo Optimo es definir alos ponderadores asegurando que sean proporcionales a
los margenes. O sea, debe verificarse:

Wi =gri-gi-di -ro)

donde g es un pardmetro que define € nivel de los ponderadores, r; es la tasa
de interés del i-ésimo préstamo (0 categoria de préstamos, segun € nivel de
desagregacion que se desea efectuar o se pueda efectuar en funcion de las
limitaciones de informacion), d; es el costo esperado por incumplimiento del i-
€ésimo préstamo, g; es el resto de los costos que puedan imputarse a préstamo
y I, €s la tasa de interés interbancaria. Como r; - g - di es e rendimiento
unitario del préstamo, el margen es la diferencia entre €l rendimiento y la tasa
libre de riesgo.

Si se introduce esta definicién de los ponderadores en la desigualdad de arriba
la restriccion que enfrenta el banco es:

K3 S kgLi(ri-g-d -ro).



Se demuestra que cuando |os ponderadores se definen de esta manera el banco
gue se ve restringido por la regulacion elegira una cartera de préstamos
riesgosos proporcional a la que hubiera elegido sin la regulacion. Esa
estructura es Optima pues minimizala varianza del capital final esperado.

1.3. El mercado de crédito: deter minacion de la tasa de inter és

El trabgo va mucho mas alla del caso de un banco individua ya que se
demuestra de qué manera se determinan las tasas de interés en €l equilibrio del
multimercado crediticio, tanto cuando ningln banco se ve restringido por la
regulacion como cuando un numero arbitrario de bancos se ve restringido.
Para ello se supone gue la demanda de cada tipo de préstamo depende de las
tasas de interés y que los ponderadores de riesgo son los éptimos. La oferta, a
su vez, viene determinada por suma de las ofertas de crédito de cada banco,
segln que esté limitado o no por la regulacion. Ademas, se muestra el porqué
de la optimalidad de definir a los ponderadores como proporcionales a los
margenes. Tales ponderadores dan las sefiales apropiadas sobre € riesgo no
diversificable de cada tipo de préstamo, ya que se demuestra que son
proporcionales alas “betas’ de los préstamos. En teoria de finanzas, la beta de
un activo es la medida apropiada del riesgo no diversificable del mismo, ya
gue se calcula a partir de la covarianza entre e rendimiento del activo y €l
rendimiento de la cartera de activos “del mercado”. Esta covarianza da la
medida apropiada del riesgo no diversificable. El riesgo diversificable puede
anularse sin costo alguno (a traves de la diversificacion) por lo cua nadie
pagara una prima por asumirlo.

Por consiguiente, se tendria proporcionalidad entre el margen de cada
préstamo, el ponderador de riesgo y la beta del préstamo:

(r-d-g-ro), w;, b.

Como en € equilibrio del mercado de crédito e margen es proporcional a la
beta del préstamo, a definir al ponderador de riesgo como proporcional al
margen se esta asegurando también que sea proporciona a la prima de riesgo
gue comanda ese préstamo. La mejor “sefid” que € regulador puede dar a
banco para limitar su probabilidad de quiebra es imponerle una restriccion de
capital que no distorsione la estructura Optima de la cartera de préstamos
resgosos.



El nivel de los ponderadores, definido en el trabajo a partir de un pardmetro g,
determina (junto con k) la probabilidad de quiebra maxima que el regulador
desea establecer. Los bancos prudentes no estaran limitados por la regulacion.
Pero € regulador puede asi acotar las externalidades negativas que los bancos
poco prudentes, 0 que no manejan bien los riesgos, producen sobre €l resto de
la comunidad.

1.4. Conclusion

Esta manera de disefiar |os ponderadores de riesgo varia en alguna medida con
respecto a como € BCRA los define actualmente. Por un lado estan los
ponderadores de Basilea segin grandes categorias de activos que tienen que
ver con el sector deudor (gobierno nacional, provincial, sector privado no
financiero, entidades financieras, etc.) y con la existencia 0 no de garantias y
su naturaleza (coparticipacion, hipotecas y prendas, etc.). Por otro lado esta €l
factor CAMEL que distingue a las entidades seguin su calificacion. Por dltimo,
esta el IRC, gue complementa a los ponderadores de Basilea.

En la actual definicion del IRC, sin embargo, se toma como referencia la tasa
activa exclusivamente y no € margen (entre la misma, €l costo esperado y la
tasa considerada libre de riesgo). Ademés, en su implementacion actua € IRC
se aplica sobre financiaciones que han sido previamente neteadas del
previsionamiento por incumplimiento (ambos stocks). En el trabgo, en
cambio, se resta e costo esperado por incumplimiento de los flujos de
ingresos generados por €l préstamo. Estas operaciones no son necesariamente
equivalentes y éste es uno de los temas de implementacion concreta que
pueden profundizarse.

En conclusion, s bien hay mucho que puede y debe profundizarse sobre la
implementacion concreta del IRC, € mismo tiene la potencialidad de ser un
significativo avance sobre la determinaciéon de los requisitos de capital por
riesgo crediticio segun las recomendaciones de Basilea.

2. El modelo

Se parte de un banco averso a riesgo gque actla como administrador de una
cartera de préstamos riesgosos y de reservas no riesgosas gue esta financiada
con depdsitos y capital. Se supone que éstos ultimos estén dados, por lo cua el



modelo determina la estructura de los activos, dado el fondeo existente. El
banco estd en un mercado en competencia perfecta, por 1o cua es tomador de
precios para las tasas activas y, por |o tanto, determina las cantidades a tener
en su cartera de préstamos. El andlisis es de un periodo. El banco obtiene un
rendimiento aleatorio sobre sus préstamos debido a la aleatoriedad de los
costos por incobrabilidad (netos de recuperos). Toma su decision
maximizando la utilidad esperada, donde la funcion de utilidad es del tipo de
Von-Neumann-Morgenstern. El  planteo bésico toma un banco de
responsabilidad ilimitada pues en este caso se obtienen resultados més claros.”
Se supone que € costo por incobrabilidad (neto de recuperos) para las diversas
categorias de préstamos se distribuye segin una normal multivariada. Este
supuesto permite manejar con facilidad e dificil problema de la agregacion
con un posible costo en cuanto arealismo.

Como en la teoria del CAPM (capital asset pricing model), cuando no estan
sometidos a requisitos minimos de capital, todos los bancos, segun su grado de
aversion a riesgo, determinan la estructura de sus activos mediante una
combinacion del activo libre de riesgo (reservas) y una cartera compuesta
cuya estructura depende exclusivamente de las caracteristicas de rendimiento
esperado y riesgo de sus componentes, las cuales estan dadas y son iguales
para todos los bancos. O sea, se supone homogeneidad en la percepcion entre
los diversos bancos sobre las caracteristicas de los préstamos. En el caso
bancario estas caracteristicas vienen dadas por la matriz de varianzas y
covarianzas de los costos netos por incobrabilidad y por € vector de
“margenes netos’, 0 sea, € vector que tiene como elementos las diferencias
entre las tasas de interés activas netas del costo esperado (por incumplimiento
y otros) y de latasainterbancaria (considerada libre de riesgo).

El resultado del banco dependera basicamente de los retornos sobre sus
activos. Hay n tipos de préstamos, clasificados segun sus caracteristicas de
rendimiento y riesgo. Los bancos también pueden mantener reservas, que
ganan latasa libre de riesgo r,, 0 endeudarse en el mercado interbancario a esa
mismatasa. Las tasas de interés activasr;.... I, estan dadas por €l equilibrio de
mercado.

Existen ciertos costos unitarios imputados por los bancos a las diversas
categorias de préstamos g;.... gn, que incluyen todos los costos relacionados

* En la seccion 7 se esboza o que sucede cuando hay responsabilidad limitada, o sea, cuando el banco toma
en cuenta en su decision de cartera la posibilidad de su propia quiebra (o dicho de otra manera, desdefia las
consecuencias que su quiebra tiene sobre sus acreedores).



con la actividad de intermediaciéon menos los que tienen que ver con €
incumplimiento, los relacionados con e financiamiento y los que no son
susceptibles de ser imputados por categoria de préstamos (si los hay). Los
costos netos por incobrabilidad® (o por default) son aleatorios’ d; ... dy, y se
distribuyen como una norma multivariada con medias d;.... d, desvios
estandar s;.... Sp, y covarianzas sj; . La tasa de rendimiento sobre cada
préstamo es entonces aleatoria x;” = r; - g- d” y tienemediaxi=r, - g - dj y
desvio estandar s; yaque lavarianza es

V() =EM -x)’ =E[fi-g-d - (n-g-d))°=
= E(-d +d)’= E(d - d)” = V(d).
Andlogamente, s;; es asimismo la covarianzaentre x;” y X; .

El margen entre la tasa de rendimiento sobre € préstamos de tipo i y la tasa
libre de riesgo es

S ° Xi-fo=r-g-d-Tr.
Por consiguiente, V(s") = V(xi ) = V(d") y sj; es también la covarianza entre
S YS§-

En € instante inicial €l banco elige la composicion del activo R, L;.... Ly,
dados sus pasivos D+K y la distribucién de probabilidad de sus rendimientos
X1 ... Xn . Al final del periodo se liquida e banco, se devuelven los depositos
y los propietarios del banco reciben la diferencia entre €l valor de los activos y

el de los depositos.
Por larestriccion del balance, setiene
(1) R:D+K-SiLi,

Por lo cua determinar los préstamos (dado D+K) implica determinar
simultdneamente R. Obsérvese que R puede ser negativo s el banco elige

® La tasa de incobrabilidad (neta) puede plantearse como la diferencia entre una tasa de incobrabilidad bruta
(e) y unatasade recupero en caso de incumplimiento (f; ).

® Unatilde a lado de una variable indicara que se trata de una variable aleatoria. La misma variable sin la
tilde indicara el valor medio de lavariable.



endeudarse en € mercado interbancario.” A diferencia de lo supuesto para R,
se supone que L; 2 O para todo i, 0 Sea, que no puede tenerse posiciones
“cortas’ en préstamos.

Como las tasas de rendimiento son aeatorias, también lo es €l capital final:

Ki =S L (l+ Xi~) + (D +K-S§ Li) (1+ ro) - D(1+ ro) - Kgo =

=K(1+ 1 go) + S Li (X -r1o),

donde g, representa los costos no financieros ni de incobrabilidad que no
puedan imputarse a las categorias de préstamos, expresados como fraccién del
capital.

Si se define el “capital gjustado”

K’ =K(1+r,- 0o),

el capital final sereduce a

(2) Ki =K'+SLs.

Por consiguiente, la esperanzay la varianza de K~ estan dados por

3) m® E(K;) =K' + S Ljs

(4) s?° V(Ky) =S L%+ S LiLjsi;.

Usando notacién vectorial, las Ultimas tres expresiones pueden escribirse
8
como

(2) Ki =K' +L's.

(3) m=K’' + L’s

" Para introducir un poco de realismo puede suponerse que més alla de cierto endeudamiento en el mercado
interbancario o bien & banco no puede endeudarse mas o bien la tasa de interés comienza a subir, lo cua
equivale a suponer que e endeudamiento del banco deja de ser libre de riesgo. Pero en este trabajo se supone
que ninguin banco llega a ese tramo de la frontera eficiente.

8 Una apostrofe en un vector denotara trasposicion. Por consiguiente, si L se define como un vector columna,
L’ denota un vector fila

10



(&) s?= LML,

donde

L =(L;.... L)’ es€l vector (columna) de préstamos,

S=(S.... Sy)’ esd vector (columna) de margenes medios,

M es |la matriz cuadrada de varianzas y covarianzas.

Por las definiciones de x y s, se verifican las identidades

SO X-rou°r-g-d-rou,

donde x, r, d, g son los vectores columna de tasas de rendimiento, tasas de
interés activas, costos por incobrabilidad y otros costos, respectivamente, y u

es € vector columna de unos.

Por ultimo, se supone que €l vector d, y por lo tanto € vector s, tiene una
distribucion normal multivariada

d ~N(d, M), s ~N(s, M).
En particular, esto implica que la distribucion de K, a ser funcion lineal de

variables aeatorias normales, es también norma y esta completamente
caracterizada por lamedia (3') y lavarianza (4'). °

3. El problema de decision del banco libre de requlaciones

El banco se comporta como administrador de cartera. Maximiza la utilidad
esperada

(5) E(u(K1))

donde u(.) es una funcion de utilidad de Von-Neumann-Morgenstern que es
creciente con utilidad marginal decreciente (u'>0, u”<0) y estrictamente quasi-

® Los componentes de un vector normal multivariado son normales. El supuesto de normalidad es importante
para permitir un tratamiento adecuado del problema de cartera sin restringir indebidamente las preferencias de
los bancos (imponiendo, por gemplo, una funcién de utilidad cuadratica). No se entrara aqui en € tema de
hasta qué punto puede relgjarse e supuesto de normalidad.

11



concava. Bajo estos supuestos puede demostrarse que la utilidad esperada (5)
y la probabilidad de quiebra del banco (Prob(K;™ < 0)) sdlo dependen de my
s. Por un lado, la utilidad esperada puede escribirse como:

00

(6) E(u(K1)) = 0, u(m+ sy)f (y)dy © U(ms),

donde f(y) es la funcion de densidad de la distribucion normal
estandarizada.’® El lado derecho de la igualdad solo depende de my s, por lo
cua se la denomina U(ms). Esta funcidon de utilidad es creciente con my
decreciente con s.™ Ademas, puede demostrarse que es concava.

Por otro lado, por el supuesto de normalidad la probabilidad de que quiebre €l
banco (0 sea, de que su patrimonio termine siendo negativo) es.

(7) Prob(K; <0) =Prob( (Ky -n)/s <-mis ) =F (- ms)

donde F(.) es la funcién normal estandarizada acumulada. Por lo tanto, la
probabilidad de quiebra del banco es decreciente con respecto a my creciente
con respecto as.

Por ultimo, por (3') y (4'), my s dependen de las variables de decision, o sea,
del vector de préstamos L, por lo cua el problema de decision del banco es
encontrar €l vector L que maximice su funcién de utilidad:

(8) max U(mL), s(L)) =U(K’ +L’s, (L’'ML)"?).
L

Se supone en esta seccion gque e banco no esta sujeto a ninguna regulacion de
capital minimo. Por €llo, no hay ninguna restriccion adicional en (8).

10 aidentidad define a la funcion U. La igualdad expresa la definicion de la esperanza matemética de una
funcién u de una variable normal caracterizada por los pardmetros m y s. Como K~ esté distribuida
normalmente con media my desvio estandar s, su esperanza es

Ou(K;)N(K;;ms)dK, ™, donde N(.) es lafuncién de densidad de la distribucién normal con parametrosm s.
S seredlizael cambio de variables y = (K, -m)/s, resultadK; = sdy y se obtiene (6).

1 Como u(.) es creciente, a crecer mcrece U(ms). Ademés, como f (y) es simétrica, puede escribirse como

Ums) = Qu(m- sy) +u(m+ sy)Jf (y)dy.
Si el término entre corchetes es decreciente con s (dado y) entonces U es decreciente con s. La derivada del

término entre corchetes con respecto as es [u'(m+ sy) - U' (M- sy)]y. Como m+ sy > m- sy y u’<0, para
y>0 esta expresion es negativa. QED.
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Igualando a cero € vector de derivadas parciales de U con respecto a L
(condicién necesaria para un méximo™) setiene

(9 Uss+Us (ML)/s =0
de donde se despeja el vector de préstamos Optimos
(10) L* = (UgM's

donde q ° -Us/sU,, es € coeficiente de Arrow-Pratt de aversion (absoluta) a
riesgo del banco. Las reservas del banco, por consiguiente, son:

(11) R*=D+K-uL*=D+K - (guMs.

Se observa que s todos los bancos enfrentan las mismas tasas de interés, los
mismos costos unitarios y la misma distribucién de probabilidades de costos
por incobrabilidad, distintos bancos difieren en su vector de préstamos Optimo
solo en un factor escalar dado por su coeficiente de aversion a riesgo. Como
se ve en € Gréafico 1 un banco més averso a riesgo (Banco 1) tendra una
proporcion mayor de su cartera en reservas y viceversa. Un banco poco averso
a riesgo (Banco 2) puede tener més que D+K invertido en préstamos si se
endeuda en el mercado interbancario (R*<0). En € Apéndice se obtienen las
formulas de la frontera eficiente cuando no hay activo libre de riesgo (la curva
en el Gréfico 1) y cuando si lo hay (larectaen € Grafico 1).

Reemplazando (10) en (3') y (4') se ve que en € Optimo la esperanza y €l
desvio estandar de K, son:

(12) m =K’ + (Ug)b

(13) s* = (Ug)\b

12 |_as condiciones de segundo orden se cumplen por ser M definida positiva. Véase en Goldberger (1964,
proposicion (3.55)) la demostracion de que una matriz de covarianzas es definida no negativa 'y de que es
definida positivasi y solo si losd,” son linealmente independientes.
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donde, para abreviar notacion, se ha definido:
(14) be sM's.

Por consiguiente, a partir de (12) y (13) se observa que existe una relacion
lineal entre el capital final esperado y el riesgo:

(15) mt - K’ = vbs*.
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Estarelacion es igual paratodos los bancos, independientemente de cual es su
aversion al riesgo. En € Gréafico 1 esto simplemente indica que, dado K’, un
banco siempre se ubica en la frontera eficiente dada por |a recta que parte de
K’ con pendiente Vb."® El grado de aversién a riesgo solo indica donde se
ubica en esa recta. Dados dos bancos con el mismo K’, por gemplo, se ve en
el grafico que e banco 1, es muy averso al riesgo y tiene D+K invertidos en
partes similares entre la cartera de mercado de préstamos riesgosos (my,Swv) Y
el activo libre de riesgo (0 sea, presta en el mercado interbancario). En cambio
el banco 2 prefiere tener una cartera de préstamos mucho més grande
endeudandose en e mercado interbancario.

Por (7), entonces, |a probabilidad de quiebra del banco es
(16) Prob(K,” < 0) = F (- [K’ + blq)/(\Nblqg) ) =
=F(-Vb[(gK'/b) + 1] ).

Se observa que la probabilidad de quiebra varia inversamente con el capita
inicial (incluido en K’) y con e coeficiente de aversion a riesgo. Los bancos
menos aversos al riesgo, 0 sea con menor ¢, tienen una mayor parte de su
activo en préstamos riesgosos y una menor parte en reservas (que estan libre
de riesgo). Como se ve en (16), en principio esto podria compensarse con un
mayor capital. En e Gréfico 2 se muestra el efecto de un aumento en K con
una correspondiente disminucion en D. Estos cambios tienen el efecto de
desplazar paralelamente hacia arriba la recta que parte de K’, de manera ta
gue no importa cual sea su grado de aversion a riesgo aumenta la razén
nt/s*, la que en e grafico estd dada por la pendiente entre e origen de
coordenadas y e punto elegido™. Pero como no todos los bancos administran
bien los riesgos y una mala administracion genera fuertes externalidades
negativas que ponen en riesgo al sistema financiero en su conjunto, e Banco
Central exige un capital minimo, temadel cual se encarga la siguiente seccion.

13 En laseccion | del Apéndice se demuestra que (15) es justamente |a férmula de la frontera eficiente cuando

existe un activo libre de riesgo.

14 El cambio en K también tiene & efecto de desplazar hacia arriba la curva que representa la frontera de
varianza minima de los préstamos riesgosos, o que se omiti6 en € gréfico para no recargarlo. La
demostracién de esta afirmacion  puede encontrarse en la seccion |11 del Apéndice. Si lafuncion de utilidad es
de la familia CARA (constant absolute risk aversion) € coeficiente q es constante. Ademas, puede

demostrarse que la pendiente de una curva de indiferencia es -Us/Um= Qs, 0 sea es independiente de m Por
ello, s lafrontera de eficiencia se traslada hacia arriba en forma paralela e nuevo punto de tangencia con una
curva de indiferencia esta directamente arriba del vigjo.
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4. El problema de decision del banco sujeto a requisitos de capital

Se supone ahora que e Banco Central impone un capital minimo definido
como una fraccion k de los activos, los cuaes estan ponderados segun ciertos
coeficientes w; (definidos por e Banco Centra™®) que conviene expresar en
forma vectorial:

> En el caso argentino, k es actualmente igual a producto de 11,5%y &l “factor CAMEL”, mientras que wij
es una combinacion del “ponderador de riesgo alaBasilea” y € “indicador de riesgo crediticio”.
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(17) W = (Wy.... Wp).

Por consiguiente, el banco debe tener un nivel de capital inicia K que
satisface la restriccion

(18) K3 k(L'w)

y su problema es ahora

(19) mﬁx U(mL), s(L)) sujeto a (18).

Para resolver este problema se forma el Lagrangeano:

(20) U(K' +L’s, (L'ML)"?) - n(kL'w - K)

donde n 3 0 es el multiplicador de Lagrange. Segun las condiciones de Kuhn-
Tucker, en primer lugar se iguala a cero € vector de derivadas parciales con
respecto a L, como antes, |0 que ahora da

(21) Ups+ UsML/s - nkw =0.

De (21) se despeja el vector de préstamos Optimo

(22) L" = (Ug)M (s - nkw/U,).

Ademas, segun las condiciones de Kuhn-Tucker, debe cumplirse laigualdad
(23) n(kL’'w-K) =0

gue indica que si en el Optimo la restriccion (18) se cumple con desigualdad,
el multiplicador de Lagrange n debe ser igual a cero, en cuyo caso (22) se
reduce a (10) y el banco no se ve afectado por € requisito.

En cambio, s la restriccion (18) se cumple con igualdad € multiplicador de

Lagrange es positivo y, como se comprueba comparando (22) con (10), la
oferta de préstamos serd menor que en €l caso sin restriccion siempre que €
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ponderador w; correspondiente sea positivo. En tal caso, excepto cuando el
vector de ponderaciones w es proporcional al vector de mérgenes netos s, €l
vector Optimo para el banco tendra una estructura diferente ala del banco libre
de regulaciones. Ademés, puede comprobarse que en ese caso € vector de
préstamos no minimiza la varianza de la cartera, por lo cual el Banco Central
habra elegido a los ponderadores w en forma subdptima®.

Sin embargo, se vera ahora que s e vector de ponderaciones w es
proporcional al vector de margenes netos s, entonces todos los bancos tienen
vectores de préstamos optimos eficientes y proporcionaes aM™s, aun los que
estan limitados por la regulacién. Supongase que ¢>0 es e factor de
proporcionalidad:

(24) w=gs

En tal caso, un banco limitado tiene, segin (22), un vector de ofertas de
préstamos

(25) L' = (1/q) (1-nkgUyM's.

Obsérvese que este vector es proporcional a dado por (10), y que la oferta de
una categoria i de préstamos es menor que en e caso no regulado s esta
ultima es positiva (L;" <L;* siempre que L'i>0). Ademas, introduciendo (24) y
(25) en la restriccion (18) (con signo de igualdad, para representar €l caso de
un banco limitado por la restriccion) puede eliminarse e multiplicador de
L agrange de (22) pues se deduce

(26) nkg/Um= 1 - gK/(kgb)
por lo cual L™ sereduce a
(27) L = [K/(gkb)]M s,

Por consiguiente, introduciendo (27) en (3') y (4'), se comprueba que €l
capital final esperado y €l riesgo de un banco limitado son:

(28) m =K' +Klgk

16 En laseccion V del Apéndice se demuestraque si € Banco Central elige w de tal manera que se minimice
lavarianza de la cartera de un banco restringido por laregulacion, € w dptimo debe ser proporcional as.
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(29) s’ = K/(gk\b)

Ademas, introduciendo estas expresiones en (7) (y recordando la definicién de
K") se ve gque la probabilidad de quiebra del banco limitado por la regulacion
es

(30) Prob(K, < 0) = F (- [K’ + K/kq/(K/(kgVb) )
=F(-Vb[kgK'/K +1] ) = F (- Vb [kg(1+ re- @) + 1] ).

Por consiguiente, cuanto mayores son los pardmetros k y g establecidos por el
Banco Central menor es la probabilidad de quiebra del banco que esta
restringido en su accionar por laregulacion.

En e Gréfico 3 se observa e efecto de la imposicion del requisito de capital
para un banco que se ve limitado por larestriccion. Se observa que el efecto es
el de introducir una solucién de esquina en e punto A que no es la que
desearia tener el banco (que corresponde al optimo sin restricciéon en € punto
B) pero si implica un menor riesgo de cartera por unidad de ganancia
esperada. Mientras el banco quisiera tener un riesgo \b/q con un capita final
esperado K’ +b/q, debe conformarse con un nivel de riesgo K/kgvb con un
capital final esperado de K’+K/kg Por supuesto, pueden haber otros bancos
gue no se vean afectados por la regulacion porque su aversion al riesgo es
suficientemente elevada como para elegir un punto sobre la recta que parte de
K’ que esté por debgjo de la esquina en que la frontera eficiente se hace
horizontal.*’

7 Obsérvese que las desigualdades m<m ys <s” sedan s y slo s q < gkb/K, o sea, s la aversion a
riesgo es suficientemente pequefia. Ademés, premultiplicando (10) por S se comprueba que b = gs'L*, por lo
cual laultimadesigualdad se cumple si y solo si K < k(L*'gs), 0 seq, € capita inicia es insuficiente para que
€l banco pueda obtener su dptimo libre de regulaciones.

19



Grafico 3

1L
K'+b/s | B
KK/ vk -
KF
} t Cr
K/vk{b b/

5. Equilibrio de mercado y CAPM bancario cuando no hay regulaciones

Hasta ahora se ha estado considerando un banco individual que toma las tasas
de interés del mercado como dadas debido al supuesto de competencia
perfecta. En esta seccion se considera a conjunto de bancos (con indices
b=1,...B) y se determina e vector de tasas de interés que equilibran al
mercado en ausencia de regulaciones de capital minimo. Segun lo visto en la
seccion 2, cuando los bancos no estan sujetos a regulaciones, tienen préstamos
y reservas dados por:
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(31) Ly = (Ugy)M s

(32) Ry =Dp+ Kp - (Ugs)uM™s

Por consiguiente, sumando sobre los B bancos se tiene
(33) Lw = (Uqu)M™s

(34) Ru =Dw + Ky - (Ugu)uM's

donde u es € vector de unos, las variables Ly, Ry, Du Y Ky indican las sumas
de las respectivas variables sobre todos los bancos y andlogamente se define €
coeficiente de aversion al riesgo del mercado gy como

(35) 1/am ° Sp (1/ap).

Se supone que las demandas de crédito por parte del sector no financiero estan
dadas por € vector de demandas

(36) L°(r, ro),

cada uno de cuyos componentes depende del vector de tasas de interésr y de
latasa libre de riesgo, como seindica. En el equilibrio de mercado la oferta de
préstamos debe ser igual a la demanda, por lo cual igualando (33) y (36),
reordenando y teniendo en cuentala definicion de s se tiene:

(37) auMLP(r,rg) +d+g+rgu = r.

Esta férmula descompone convenientemente a cada tasa de interés activas en
la suma de costos (de financiamiento, de incobrabilidad esperada y otros) y
una prima de riesgo que depende de la aversion al riesgo del mercado y de la
covarianza entre € rendimiento de los respectivos préstamos y la cartera de
préstamos del mercado.’®

Por otro lado, en el mercado interbancario la suma de todas las demandas de
reservas (que pueden ser negativas, o que indicaria una oferta) debe ser igual

BEn general, la covarianza entre dos carteras (vectores) de préstamosLa y Lg esLa’MLg. Si L = g donde
g es el vector con un uno en @ i-ésimo lugar y ceros en los restantesy s Lg = L° , 0 sea, @ vector de
préstamos del mercado, la covarianza es gMLP = M; L donde Mj eslai-ésimafilade M.
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a cero (suponiendo una economia cerrada). Por consiguiente, igualando Ry a
cero en (34), teniendo en cuenta la definicion de s (=r-d-g- rou) y despejando
latasalibre de riesgo, setiene

(38) [U'M™(r-d-g) - g (Dm+Ku)J/(UM™U) = 1o,

Obsérvese que (37) y (38) conjuntamente indican que (r, r,) €s un punto fijo de
la transformacion definida por los lados izquierdos de las dos expresiones. No
Se entrard agui en la cuestion de las condiciones suficientes para la existencia
y unicidad de ese punto fijo ni en la cuestiéon de la dinamica que llevaria é (o
ellos). A los fines de este trabgo, o importante es mostrar que las tasas de
interés de equilibrio provienen de la solucién conjunta de estas dos
expresiones.

Se verd ahora que lo visto es en esencia € modelo analogo a CAPM que
surge en el contexto bancario. A diferencia del modelo CAPM para activos
mercadeables, en el contexto bancario no se trata de un modelo de precios de
equilibrio de los activos sino de las tasas de interés de equilibrio de los
préstamos.

Sumando las expresiones (3') paratodos los bancos y recordando que ahora la
ausencia de subindice indica la suma sobre b asi como e hecho de que (33)
debe ser igual ala suma de todas las of ertas de préstamos se tiene:

(39) my =K' +L°(rro)’'s

Andlogamente, la varianza de |a cartera agregada de equilibrio es:

(40) sm? = LP(r,ro’M LP(r,ro).

Por otro lado, (37) equivale a

(41) au M LP(rro) = s

por lo cua premultiplicando por L™, teniendo en cuenta (3) y (40) y
despegjando € coeficiente de aversion al riesgo del mercado se tiene:

(42) v = (M - Kw')/sw’.
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Reemplazando esta expresion en (37) se tiene la expresion para e CAPM
bancario:

(43) r-d-g-ru=(m-Ku)b

donde se ha definido el vector de los beta:

(44) b o MLO(r,ro)/sm’

Obsérvese que los elementos de este vector son

(45) bi © MiL°(r,ro)/sm” = S siiLi(rro)/sm’

Al multiplicar la i-ésima fila de la matriz M por el vector de préstamos
agregados de equilibrio se tiene la covarianza del rendimiento de una unidad
del préstamo i con € rendimiento de la cartera de préstamos del mercado. Esa
covarianza, dividida por la varianza del rendimiento de la cartera de préstamos
del mercado, es la medida adecuada de la cantidad de riesgo que importa €
préstamo i tomado individualmente y solo asi puede compararse con €l riesgo
de una cartera diversificada. Cuando un préstamo tiene un b; superior
(inferior) a la unidad, tiene un riesgo por encima (por debajo) de la cartera de
mercado (la cual tiene un beta igua a la unidad como se comprueba
premultiplicando el lado derecho de (44) por L°(r,ro)’).

Tanto cuando no habia regulaciones de capital (seccién 2) como cuando las
habia (seccion 3) (con la adecuada eleccidon del vector de ponderadores de
riesgo) se vio gue la cartera de préstamos que elige cada banco es tal que
premultiplicada por lamatriz M el vector resultante es proporcional al vector s
de mérgenes netos. Cuando se afirmd que el vector de ponderaciones w debia
ser disefiado para que fuera proporcional a s, por lo visto en la presente
seccion se estaba también afirmando implicitamente que debia ser
proporcional a vector b (como indica (43)). Esta es una conclusion
fundamental para el topico de cual debe ser €l requisito de capital Optimo. Los
ponderadores de riesgo deben ser proporcionales a los beta de los respectivos
préstamos y, por consiguiente, a la prima de riesgo que exige €l mercado sobre
la tasa interbancaria. De tal manera la regulacion estard cumpliendo el
objetivo de limitar € riesgo de los bancos menos aversos a riesgo sin
introducir distorsiones a través de la regulacion.
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6. Equilibrio de mercadoy CAPM bancario cuando hay requlaciones

Podria argumentarse que en el desarrollo que se hizo en la seccidn precedente
se supuso que los bancos no estaban limitados por regulaciones en su decision.
Por €ello, en esta seccion se demuestra que alin tomando en cuenta que algunos
(o todos los) bancos pueden estar efectivamente limitados, si 10s ponderadores
de riesgo son los Optimos sigue teniendo validez el desarrollo de esta seccién
s bien el vector de préstamos agregados serd menor (pero proporcional) al que
corresponde al caso sin regulacion siempre gque algun banco se vea limitado en
su accionar. Ademas, €l vector de tasas de interés no serd e mismo que en €
caso sin regulacion.
Sup6ngase ahora que N de los B bancos no estan restringidos por la
regulacion mientras que los restantes B-N si 1o estan. Entonces las ofertas de
préstamos y de reservas son:

Lp = (L/gu)M s, b=1,...,.N

Lp = [K/(kb)]M™s,  b=N+1,...,n.

R,=Dp+Kp - (Ug)uM?s,  b=1,...N

R, = Dy + Ky, - [K/(gkb)Ju'M™s b=N+1,...,n.
Por consiguiente, sumando sobre los n bancos se tiene
(46) Lw=(WUx)M"s
(47) Ru=Dn+Ky-(@x)uMs,
donde se ha definido
(49) 1/x° gy + (B-N)K/(ckb)
y ahora 1/qy eslasumade los 1/q, sobre los N bancos no restringidos.
Por consiguiente, igualando |la oferta agregada de préstamos (46) ala demanda

e igualando a cero la demanda agregada de reservas (47) se tiene ahora las
condiciones de equilibrio de mercado:
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(50) XM LP(rr) +d+g+ru = .
(51) [U'M™(r-d-g) - X(Dy +Km)]/(UM™u) = ro.

Nuevamente, (50) y (51) conjuntamente indican que (r, r,) €s un punto fijo de
la transformacién definida por los lados izquierdos de las dos expresiones.

L os pasos para demostrar el CAPM bancario cuando hay bancos limitados por
el requisito de capital son exactamente iguales que los de la seccidn anterior.
S6lo debe reemplazarse g por x por doquier, llegandose a exactamente la
misma expresion (43). Debe advertirse, sin embargo, que ni las tasas de
interés ni e vector de préstamos agregados son iguales a los obtenidos en la
seccion precedente debido a los efectos de la regulacion en e equilibrio del
mercado de préstamos.

7. El caso del banco con responsabilidad limitada

Cuando hay responsabilidad limitada al banco no le interesa |os estados “de la
naturaleza” en que sobreviene su propia quiebra, excepto en la medida que se
suponga que tiene ciertos costos asociados a la quiebra. Fundamental mente, si
su patrimonio termina siendo negativo no sera el banco € que sufra las
consecuencias, excepto por un costo especifico que genera e proceso de
quiebra. Por eso, la utilidad esperada tiene ahora dos componentes que
separan a los “estados de la naturaleza® de no quiebra y quiebra,
respectivamente:

(52) E(U(K1) = Ous u(m+ sy)f (y)dy - CF (- nis) © U(ms),

El primer término es similar a que se tenia bajo responsabilidad ilimitada con
la excepcion de que solo se toma en cuenta los estados en que €l patrimonio
neto termina siendo no negativo, K; 3 0. Normalizando la variable K; ", esto
equivale a sdlo tomar los valores de y~ =(K; -n)/s mayores que -ms. El
segundo término toma en cuenta que, cuando quiebra, €l banco tiene un costo
C dado exdégenamente. Por consiguiente, € segundo componente es el costo
de quiebra multiplicado por la probabilidad de quiebra (o sea, la acumulacién
def (y) entre menosinfinito y -mis)*.

19 véase Rochet (1992).
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Esta claro que nuevamente la utilidad esperada depende exclusivamente de los
dos parametros my s. Sin embargo, ahora la funcion U no es necesariamente
decreciente con s ni es necesariamente concava.

Rochet (1992) demuestra que s m(y, por consiguiente, K) es suficientemente
bajo, paras suficientemente elevada el banco se vuelve amante del riesgo, por
lo cual U crece con s. O sea, se tiene un problema de “riesgo moral” derivado

Grafico 4

KH

de la proteccion que la responsabilidad limitada le otorga al banco. Esto es
problematico pues puede invalidar las virtudes de la regulacion de capital a
través de ponderadores de riesgo que se detallé en las secciones precedentes.
Esto se puede ver en € Gréfico 4, donde se ve que con e capital que
corresponde a K’ e banco prefiere e punto A a punto C. En € punto A, €
banco cumple con la restriccion de capital que, bajo responsabilidad ilimitada,
lo llevaria a preferir € punto C. Pero debido a su responsabilidad limitada el
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banco elige una combinacion de activos que s bien cumple la regulacion, 1o
hace optando por una cartera de préstamos gue incluye mas préstamos muy
resgosos y menos préstamos poco riesgosos. De tal forma, satisface su
apetencia por € riesgo e invalida e intento del Banco Central de limitarle el
riesgo. Rochet sugiere que la solucion desde e punto de vista regulatorio
puede ser imponer adicionalmente un nivel de capital minimo absoluto. En el
grafico € banco deberia incrementar su capital de manera tal que se
desplazara hacia arriba e conjunto factible hacia el terreno en el cua sus
preferencias son localmente aversas al riesgo, o sea, € punto B.

7. Conclusiones

Se ha visto que la novedosa regulacion prudencial sobre riesgo crediticio que
existe en Argentina, incorporando un Indicador de Riesgo Crediticio que
vincula la ponderacion de riesgo crediticio de un préstamo con la tasa de
interés, tiene gran sentido econdmico, particularmente si se modifica para
tomar en cuenta como referencia para los ponderadores de riesgo de los
préstamos, en lugar de latasa de interés, el margen entre la misma, neteada del
costo esperado por incobrabilidad y de otros costos, y la tasa interbancaria. La
razonabilidad de este criterio radica en que bajo condiciones competitivas ese
margen es la prima de riesgo que el mercado exige por encima de los costos
asociados a ese préstamo. Ello se debe a que ese margen es proporcional a
“beta’ del préstamo, o0 sea, a la covarianza de su rendimiento con € de la
“cartera de préstamos del mercado”. El hecho de que la gran mayoria de los
bancos sean de responsabilidad limitada introduce una gran complegjidad pues
este hecho puede llevarlos a tener actitudes amantes del riesgo si sus niveles
de capitalizaciéon son muy reducidos aun si cumplen € requisito de capital
definido en funcién de los ponderadores de riesgo. Por ello, es aconsgjable
tener adicionalmente un nivel minimo absoluto de capital que impida a todos
los bancos ubicarse dentro del terreno en que es més probable que surja la
propension por el riesgo.
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Apéndice matematico

|. Derivacion de la frontera de eficiencia cuando hay un activo libre de
riesgo

Cuando hay un activo libre de riesgo puede obtenerse la formula de la frontera
eficiente en e plano m s minimizando la varianza del capital final dado un
nivel paralamediadel capital final®:

Min (/2) L'ML sujetoam =K’ +L’s
L

El lagrangeano es:
(V2)L'ML +r(m-K' -L’S)

donder es el multiplicador de Lagrange. Por consiguiente, las condiciones de
primer orden son:

(1) ML-rs=0
(2) m=K" +L’s
De (1) se despga

(3) L=r M's.

Trasponiendo y multiplicando por s se tiene:
L's=r sM's=rhb,

donde se definié b°sM™s. Teniendo en cuenta (2) puede despejarse e valor
der en un minimo:

(4) r=(m-K")b.

% 5e agrega e factor Y2 solo para evitar el arrastre de un factor 2 en las férmulas.
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Reemplazando (4) en (3) se tiene la cartera de préstamos que minimiza la
varianza, dado m:

L =[(m- K’)/b])/ Ms.

Ademés, usando (3) y (4), lavarianza del capital final en un minimo es;

(5) s?= L'ML =r% = (my- K")%b,
por lo cua

s=im-K'iANb

0 seq,

svb=m-K' s m3K
svb =K’'-m s m<K’,

0O Seaq,

m=K +vbs s m?3K
m=K -\bs s m<K.

Esta es la formula general para la frontera de varianza minima cuando hay un
activo libre de riesgo. La frontera eficiente es solo la parte que corresponde a
m 3 K’ pues sdlo en ese tramo se elige la cartera que maximiza el capital final
esperado dado un nivel de riesgo. Ese es €l tramo captado en el Gréafico 1 (asi
como | os subsecuentes).

Il. Derivacion de la frontera de eficiencia cuando no hay activo libre de
riesgo

Cuando no hay un activo libre de riesgo €l andlisis es similar excepto que debe
agregarse una restriccion adicional que refleje que R° D+K-L'u = 0%:

2 /éase Merton (1972).
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Min (/2) L'ML sujetoam =K’ +L’s, D+K=L"u
L

donde u es el vector de unos. El Lagrangeano es ahora:
(V2)L'ML +r(m-K'-L's) +x( D+K - L'u)

donde r y x son los multiplicadores de Lagrange. Las condiciones de primer
orden son:

(6) ML -rs-xu=0
(7) m=K"+L’s
(8) D+K =L’u.

A partir de (6) se despeja
(9) L = M™(rs+ xu).

Reemplazando en (7) y (8) setiene:

(10) m-K =rb+xa

(11) D+K=ra+xc

donde se defini6*

a® UM's=sM™y, be sMTs, couM™u.
A partir de (10) y (11) puede despgarse

(12) r =[c(m-K’) - a(D+K)]/e

(13) x = [b(D+K) - a(m - K")]/e

donde se definid

22 Recuérdese que lainversa de una matriz simétrica es también simétrica.
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e° bc—a’.

Premultiplicando (6) por L’ y teniendo en cuenta (7), (8), (12) y (13) setiene:
(14) s?= L'ML=rL's+xL'u=r(m- K’) + x(D+K)

= (Ve)[c(m, - K’ )2 = 2a(D+K)(m, - K’) + b(d+K) 3.

Obsérvese que como M™ es definida positiva™, se tiene

0< (as—bu)yM*(as—bu) =

=a@sMls+bPuMtu—absM'u -abuMTs=

= &b + b’c - 2a?b = b(bc - &) =be.

Como b es positivo, entonces e también lo es. Esto demuestra que en el plano
rln,, s, laformula dada por (14) es una parabola como la dibujada en el Grafico
[11. Punto de tangencia entrelas dos fronter as eficientes

Igualando los lados derechos de (5) y (14) y teniendo en cuenta la definicion
de e se deduce que € punto de tangencia entre larectay la parabola se daen €
punto definido por

(15) m =K’ + (b/a)(D+K)

(16) s, = (Vb/a)(D+K).

Por consiguiente, la cartera de préstamos que corresponde a punto de
tangenciaes:

(17) Lo = [(D+K)/a] Ms,

% | ainversa de una matriz definida positiva es también definida positiva. Véase Goldberger (1964).
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Obsérvese que esta cartera satisface (7) y (8). El banco solo €lige este punto si
(casualmente) su coeficiente de aversion al riesgo es q = a/(D+K).

Con la ayuda de (15) y (16) es facil comprobar lo afirmado en € texto con
respecto a lo que sucede en € Grafico 1 cuando cambiaK o D. Si sube D sin
gue cambie K se desplaza |la curva hacia el nordeste sin que se mueva la recta
Hay un monto mayor de recursos que puede usarse. Si la funcién de utilidad
es de la familia CARA (aversion al riesgo absoluta constante)®, q es una
constante, por lo cual no se modifica la oferta de préstamos L* = (L/q)M™s
(siempre gue no cambien las tasas de interés) y los mayores recursos se
invierten integramente en el mercado interbancario.

Si sube K sin que cambie D+K (0 sea, con una bajaigual de K) se produce un
desplazamiento hacia arriba tanto de la curva como de la recta en la magnitud
DK’. Nuevamente, con una funcién de utilidad de la familia CARA no cambia
la oferta de préstamos y 10s mayores recursos se destinan a reservas. A su vez,
un aumento en K sin que cambie D puede obtenerse a partir de una
combinacion de los dos g ercicios anteriores: una suba en K junto con una bagja
en D y una suba en D compensatoria.

V. El efecto dela regulacion de capital minimo sobre la frontera eficiente
Cuando €l regulador fija un vector de ponderadores de riesgo de hecho esta
transformando la frontera factible del banco. Esta se determina de la siguiente

manera

Min (/2) L'ML sujetoam =K’ +L’s, K3 kL'w
L

El lagrangeano es:
(V2)L'ML +r(m-K'-L's) + x(K/k - L'w), x30.

donde r y x son los multiplicadores de Lagrange y x30 . Las condiciones de
primer orden son:

24 Una funcién de utilidad de von Neumann-Morgenstern de la familia CARA (normalizada para que sea
u(0)=0) es:
u(Ky) = (Va)[1 - exp(-gKy~)].
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(18) ML-rs-xw=0

(19) m=K' +L’s

(20) x(K/k - L'w) = 0.

Si e banco esta restringido por la regulacion, x>0 y la segunda restriccién
debe darse con igualdad. Este es el caso que interesa en esta seccion. En ta
caso, (20) sereduce a

(21) K/lk-L'w=0

A partir de (18) se despga

(22) L = M™(rs+ xw).

Reemplazando en (19) y (21) se obtiene:

(23) m-K' =rb+xa.

(24) D+K/k=ra +xc

donde se definio

a°wM's=sMw, be sMTs, c°wMw.
A partir de (23) y (24) puede despgarse

(25) r=[c(m-K')—-aK/k)]/ex30.

(26) x =[bK/k-a(m- K")]/e

donde se definio

e °hc —(a)c

Introduciendo (25) y (26) en (22) setiene:
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(27) L={[c(m-K')-aK/k] M's +[bK/k—a(m-K)] M*w}/e
Por consiguiente, la varianza de la cartera es:
(28) s?= L'ML = (1/e)[c' (m - K*)? = 2a (K/K)(m - K*) + b(K/K) 2.

En forma totalmente andloga a las secciones Il y |11 de este Apéndice, esta
formula representa una parabola en el plano m s que es tangente a la recta de
la frontera eficiente con activo libre de riesgo. Pero ahora la frontera factible
para e banco cuando existe activo libre de riesgo avanza por la recta hasta el
punto de tangencia con esta nueva pardbola. A partir de este punto, la frontera
factible del banco avanza por la pardbola, como se ve en € gréfico a
continuacion:

Grafico A

K!




Al banco le gustaria poder elegir € punto B pero debe conformarse con elegir
e punto A. Sin embargo, esta claro que en ese punto la probabilidad de
guiebra es mayor gque en € punto B, por lo cua la regulacion es un completo
fracaso. Por consiguiente, € regulador debe ser cuidadoso a elegir w. Para
ello, puede determinar la estructura de w minimizando €l riesgo de la cartera
(0 sea su desvio estandar) y tomando en cuenta el conocimiento de cémo el
banco determina su cartera Optima cuando esté limitado por la regulacion de
capital minimo.

V. Determinacion de los ponder ador es de riesgo optimos

En la seccion 4 del texto se vio que € banco sujeto a requisito de capital
minimo maximiza

(29) U(K' +L’s, (L'ML)"®) sujetoa K3 kL'w
paralo cual formaba el lagrangeano:
(30) U(K' +L’s, (L'ML)"? - n(kL’'w - K)

donde n 3 0 es e multiplicador de Lagrange. Se obtenia € vector de
préstamos optimo

(31) L" = (Ug)M (s - nkw/U,).

Ademas, s e banco estaba limitado por la regulacion debia cumplirse la
igualdad kL’w = K y n debia ser positivo. Reemplazando (31) en la igualdad
puede despejarse:

(32 nk/Un= (2 - gK/Kk)/C

donde @ y ¢’ son las mismas que en la seccion anterior. Reemplazando en
(31) setiene

(33) L' = (UM Ys-[(@ - gK/K)/c'Tw}.

Usando este formula se obtiene € riesgo de la cartera:
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(34) s?= L'ML = (Ug{b+[(@ - gK/k)?- 2a (a - gK/K)]/c’ }
Debe recordarse que en estaférmulaa y ¢’ dependen de w.
Para determinar la estructura (y no € nivel) de w debe restringirse este vector

a un cierto hiperplano que defina su nivel (porgue de otra manera el problema
no estaria bien planteado). Para €llo es conveniente definir

(35) W={ws0/a =go} ={w30/sM'w =gb}.

Obsérvese que el vector w = gs gque se utilizd en €l texto pertenece a este
conjunto. Utilizando (35) para eiminar & de (34) e introduciendo la
definicion de ¢’ se obtiene:

(36) s®= LML = (U/g){b + [(qK/K) * — (cb)*]/(W’ M W)}
Obsérvese que € término entre corchetes es negativo, pues lo es € lado
izquierdo de (32)%. Por consiguiente, si e regulador quiere elegir e w que

minimice la varianza de la cartera del banco le basta con minimizar w'Mw.
Entonces el regulador debe

(37) min (I/2)w'M*w sujetoasM™*w =g
W

El lagrangeano es:

(38) W2w'Mw-1 (go-sMw).

La condicién de primer orden es

(39) wM+l sMt=0.

Posmultiplicando por s se despejal = -a/b, por lo cua reemplazando en (39)

se tiene w = (a/b)s = gs. Para comprobar que se trata de un minimo puede

% En particular, ¢’ es positivo pues w es diferente de cero y lainversa de una matriz definida positiva es
también definida positiva.
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diferenciarse (39) con respecto a w, lo que da M™. Como esta matriz es
definida positiva se cumple la condicién de segundo orden para un minimo.

% Para comprobar que esto esta acorde con € texto, puede reemplazarse w = gs en (36) y simplificarse,
obteniéndose s = K/(gkVb) como en la seccion 4.
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