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Resumen: En este documento se presenta una introduccion a las representaciones de estado-espacio y a las

nociones de filtrado y suavizado de Kalman. Adicionalmente se describen algunos de sus usos en aplicaciones

macro-financieras. El objetivo es facilitar a los lectores no especializados la interpretacion y utilizacién de tales

herramientas.

Introduccion

En sus distintas variantes, los modelos macro-
financieros buscan representar la interrelacién
dindmica entre la estructura temporal de la curva
de rendimientos (en algunos casos la estructura
temporal de las expectativas de inflacién) y un
conjunto de variables macroecondmicas, tales
como el producto, la tasa de inflacién y la tasa de
depreciacioén.

Numerosos modelos macro-financieros como
también modelos especificos de estructura
temporal de tasas de curva de rendimientos y de
expectativas de inflacién, incluyen como parte de su
representacién la dindamica de variables no
observables. Tomemos como ejemplo el
ampliamente utilizado enfoque dindmico de curva
de rendimientos de Nelson y Siegel, al que nos
referiremos en la seccion de aplicaciones. Este
modelo explica la evolucion de la estructura
temporal de tasas de interés a partir de la dindmica
de tres factores no observables, denominados nivel,
pendiente y curvatura.

La principal caracteristica de un modelo de estado-
espacio —y de su creciente utilizacién en los
modelos macro financieros— es que permite
representar la evolucién temporal de un conjunto
de variables de estado (que pueden ser o no
observables) y de un conjunto de variables
observables que aportan informacién sobre las

primeras. Esta representacién nos permite inferir
los momentos de las distribuciones condicionales
de las variables de estado, a medida que las nuevas
observaciones de las sefiales —variables
observables— se van incorporando al conjunto de
informacion.

En general, estaremos interesados en dos tipos de
inferencia: filtrado, y suavizado. Como explicaremos
mas adelante, la diferencia entre ambos procesos
radica en la caracteristica del conjunto de
informacién utilizado®.

El resto del documento se estructura de la siguiente
manera. En la seccién | describiremos las principales
caracteristicas de un modelo de estado-espacio. En
la seccion Il y Il analizaremos los conceptos de
filtrado y suavizado de Kalman, respectivamente. En
la seccion IV describiremos el rol del filtro de
Kalman en la construccién de la funcién de
verosimilitud, con el objeto de estimar los
parametros de una representacion de estado-
espacio. En la seccién V abordamos el problema de
observaciones faltantes en el conjunto de
informacion de las variables observables. Por
ultimo, en la seccién VI nos referiremos a algunas
aplicaciones especificas en modelos macro
financieros.
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I. Modelos de estado-espacio
Representacion bdsica

Los modelos de estado-espacio permiten modelar la
secuencia temporal de un vector de variables
observables {Y;}I_, como dependientes de la
evolucion temporal de un vector de variables de
estado que pueden ser o no observables {S.}I_,. A
lo largo de este trabajo, asumiremos que el vector
S; estd compuesto por variables no observables. La
forma de representacién bdsica de un modelo de
estado-espacio Gaussiano puede escribirse como:

Y,=Z,-S, +e (1)
St =B St & (2)
donde

) o i Qt 0

(Et) iid N (o, 4 Rt]) (3)

SO~N(50|0: P0|0)

La primera ecuacién, denominada de observacién,
describe la relacidn entre las variables observables
Y; y las variables de estado no observables S;. Las
variables observables pueden interpretarse como
sefiales ruidosas de las variables de estado, siendo
e; el vector de errores de medicién u observacién
Gaussianos. La segunda ecuacién, denominada
ecuacion matricial de transicion, describe el
proceso estocastico que determina la dindmica de
las variables de estado. La especificacion de la
matriz B; y Q;, determina la interrelacién dindmica
de las variables de estado.

Los modelos de estado-espacio son una
herramienta notablemente flexible. El subindice t
en las matrices de pardmetros de (1)-(3) indican que
pueden ser cambiantes en el tiempo. También
podemos incluir variables exégenas d; y ¢; vy
constantes a; y u; en las ecuaciones de observacién
y transicion, respectivamente. De esta manera, una
representacién mas amplia podria ser:

Yi=a,+Z,-S;+D;-d; +e;
Se=us+B;S;_1+Crrcp + &

Para simplificar la notacién de nuestros desarrollos,
a lo largo del trabajo utilizaremos la forma basica

(1)-(2).
Estimacion

En las aplicaciones practicas de los modelos de
estado-espacio, en general los valores paramétricos

de las matrices Z;, B; ,R; y Q; son desconocidos, y
deben ser estimados. Para inferir los valores de
estos parametros utilizamos la funcion de
verosimilitud —o distribucién muestral. Podemos
escribir la funcién de verosimilitud conjunta del
sistema (1)-(2) como el producto de las densidades
condicionales f(Y;| Yt 1):

f(, Yo, Y 8) = f(111Y,,8) - f(Y,Yy,6) .
f(W31Y5, Y3, 6) -
FQr|Yr g, o, Y1, )
= [e=a f( Y, 6) (4)

Donde y° = ¢ e Yl = (Y, Y,,..,Y, ;) parat =
2. Ellogaritmo de la funcién de verosimilitud resulta
entonces:

InL(Y",8) = Xioy Inf(Y|Y*71, 8) (5)

Donde 6 = {B*,Z*,Q*, R*} es el conjunto de valores
paramétricos del modelo.

Para construir la funcién de verosimilitud,
necesitamos derivar las funciones de densidad
condicional f(Y,|Y* 1, 8), para t=1,2,..,T.
Como veremos en la seccion V, el filtro de Kalman
nos permitird obtener recursivamente tales
distribuciones, y de esa manera construir la funcién
de verosimilitud asociada con un modelo de estado-
espacio. Ademas de su relevancia en el proceso de
estimacion de la estructura paramétrica, existe otra
funcidn del filtro de Kalman de notable utilidad, y a
la que nos referiremos a continuacién: la inferencia
de los momentos condicionales de las variables del
sistema.

Inferencia sobre las variables no observables

Una de las razones principales por la que estaremos
interesados en trabajar con modelos de estado-
espacio, es en realizar inferencia sobre los
momentos de las variables no observables, en base
a las realizaciones de las variables observables {Y,}.
Este cOmputo puede realizarse con un
procedimiento  forward o backward. Por
procedimiento forward nos referimos a que la
informacion disponible hasta el momento t consiste
en una secuencia de observaciones para t =
1:t;{Y,Y5, ..., } =Y. En el caso del
procedimiento backward, la informacién utilizada
también incluye las observaciones entre t =t: T,
donde T es el momento terminal de la muestra. En
este caso, el conjunto de informacién resulta Y7.

Nos referimos al computo foward como filtrado, y
al backward como suavizado. Ambos constituyen
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dos criterios alternativos de inferencia sobre los
momentos de las variables no observables. En
resumen, lo que distingue al filtrado y al suavizado
de Kalman es el conjunto de informacién utilizado,
y la caracteristica de la recursion. En el filtrado de
Kalman el conjunto de informacién utilizada es Y,
y el cdmputo de los momentos de las distribuciones
condicionales de las variables de estado se realiza
recursivamente hacia adelante. En el suavizado de
Kalman se utiliza como conjunto de informacion
toda la muestra —es decir YT—, y el proceso de
computo tendra componentes recursivos backward
y forward. Veremos ambos casos en detalle en las
secciones Il y IV.

En este trabajo utilizamos una representacion
basica de un modelo de estado-espacio Gaussiano,
donde e, y & se encuentran normalmente
distribuidos. La derivacion del filtrado y suavizado
de Kalman que presentamos a continuacion se basa
en ese supuesto. Sin embargo, el supuesto de
normalidad sobre la distribucién conjunta de Y; y S,
no es necesario para tal derivacion. Los procesos de
filtrado y suavizado nos permiten inferir los
momentos condicionales de las variables de estado
aun en ausencia de este supuesto.

En Durbin y Koopmans (2012) se muestra que la
derivacién del filtrado y suavizado de Kalman sélo
requiere del uso de propiedades elementales de la
teoria de regresiones multivariadas. Bajo supuestos
alternativos, los autores plantean cuatro lemas que
representan en un sentido apropiado la regresion
de S; sobre Y;, punto de partida para la derivacién
del filtro y suavizado de Kalman.

Los esquemas alternativos contemplados por los
autores se resumen en un conjunto de cuatro
lemas:

En su primer lema, asumiendo que S; e Y; se
encuentran distribuidos normalmente de forma
conjunta, se muestra que la distribucién de S,
condicionada a Y; es normal.

En el segundo lema, abandonando el supuesto de
normalidad conjunta, los autores derivan la
estimacion lineal insesgada de minima varianza de
S; dado Y.

En el tercer lema, asumiendo un enfoque bayesiano
y nuevamente normalidad conjunta, derivan la
distribucién a posteriori de S; dados los valores
observados de Y;

Finalmente, en el cuarto lema, manteniendo el
enfoque bayesiano, los autores nuevamente
eliminan el supuesto de normalidad conjunta vy

derivan una densidad cuasi posterior de S; dado Y;,
cuyo vector de medias es lineal en Y; y posee matriz
de minima varianza.

Debido a que el vector de medias y la matriz de
covarianzas de la estimacién de S, dadas las
realizaciones de Y; son las mismas bajo las diversas
estructuras de supuestos subyacentes tras cada uno
de los cuatro lemas, Durbin y Koopmans muestran
que la derivacion del filtro es independiente no sélo
del supuesto de normalidad conjunta entre las
variables observables y de estado, sino también del
enfoque empleado: clasico o bayesiano.

La derivacién del filtro y suavizado de Kalman que
presentamos a continuacion es consistente con el
conjunto de supuestos del lema 1 de Durbin vy
Koopmans. Una variante al lema 2 que también se
encuentra frecuentemente en la literatura, se
formula en términos de la minimizacién del error
cuadratico medio —ver apéndice—.

Il. Filtrado de Kalman

Bajo el supuesto de que S, e; y &; se distribuyen
normalmente, también lo hacen S; e Y;, dado que
resultan de combinaciones lineales de variables
normalmente distribuidas.

En el caso de la inferencia de las distribuciones
condicionales mediante el proceso de filtrado,
nuestro objetivo final serd obtener la siguiente
distribucion:

StlytNN(Sﬂt' Pt|t) (6)
Es decir, la distribucién de S, condicionada a Y*.

Para ello requeriremos primero hallar las siguientes
distribuciones condicionales:

St|Yt_1 ~ N(5t|t—1: Pt|t—1) (7)
Yt|Yt_1 ~ N(Yt—lﬁ Qt|t—1) (8)

Adicionalmente debemos obtener la distribucidn
conjunta de S, e Y;, condicional a Y1,

Por la ecuacién (2), los momentos condicionales de
la distribucidn (7) resultan:

Ss|t—1 = E[St|Yt_1] =B, 'St—1|t—1 (9)

P11 = var(S,|Y*™1)

= E[(St - Stlt—l)(st - Sflt—l)llyt_l]



— BiSe—1je-1) |Yt‘1]
X (Btst—l + & — BtSt—1|t—1)’

Bt(St_l - St—1|t—1) |Yt‘1]
- _St—1|t—1)’Bt’

+E[e.g,/IY]

De manera que:
Pt|t—1 = BtPt—1|t—lB£ + Q; (10)

De la ecuacidn (1), los momentos condicionales de
la distribucidn (8) resultan:

Vi1 = E[Y, Yt 1]

=Ze " Sge-a (11)
Qoo = var (YY)

= E[(Y; = Yyee1) (% — Yepeod) 1YY

(ZtSt +e — ZtSt|t—1)

’l t—1
X (ZtSt + et - ZtStlt—l)

= E[Zt(st - St|t—1)(St - St|t—1)’Zt’|Yt_1]
+E[ece Y]

De manera que:
Qt|t—1 = ZtPt|t—IZ£ +R; (12)

Respecto a los momentos de la distribucidn
conjunta condicionada a Y®!, sélo nos resta
obtener la covarianza condicional:

cov(S,, Y Y1) =
= E[(St - St|t—1)(Yt - Yt|t—1),|Yt_1]

_z (St - St|t—1) |Yt_1]

X (ZtSt +e — Yt|t—1)’

S¢SiZi + Seet — Sth,|t—1
=F _St|t—15t,Zt, — Spje—1e |V
+Se1e-1Yeje-1"

E[S.S,'|Y*"11Z{ — E[SYyen|V*]
— E[SyerStIY 2,
+ E[St|t—1Yt’|t—1lyt_1]

4Dado que: var(x) = E[x?] + E[x]2.

= (E[S,S/'IY* ']z,
— E[S Y E[S [Y* Dz,

= var(S,|Y*1)Z]
De manera que™:
cov(S,, Y|V 1) = Pt|t—1Zt, (13)

Utilizando las ecuaciones (11)-(13), podemos
escribir la distribucién condicional conjunta de S; e
Y, respecto de Y~ como:

( )lyt 1.

S Py Pye1Z:

tt— 1] t)t-1 tit-14t (14)

Yt|t 1 ZtPt|t—1 Qt.|t—1
Notese que a partir de (14) estamos en condiciones
de obtener la distribucién de S; condicional a Y; e
Y1, lo que equivale a obtener la distribucién de S,
condicionada a Y! —objetivo del filtrado de
Kalman— especificada en (6). Para ello, aplicamos
el teorema de la distribucion condicional para el

caso de la distribucidon normal multivariada (14), de
manera que:

St|t = E[S,|Y"]

= St|t—1 + Pt|t—1Zt,‘QLT|%—1(Yt - Yt|t—1)
y
Py = var(S,|Y*)

= Pt|t—1 - Pt|t—1Zt"Q;|%—1ZtPt|t—1
Definiendo a la ganancia de Kalman como:
Kt - Pt|t 1Zt t|t 1
resulta:

S,|Yt ~

( St|t = . Pt|t = )
N ’

St|t—1 + Kt|t—1(Yt - Yt|t—1) (I — KtZt)Pt|t—1
Que es la distribucidn que estdbamos buscando.

En resumen, el procedimiento de filtrado para
obtener recursivamente la distribucién de S,
condicionada a Y puede separarse en dos pasos —
o fases. En el primero, denominado de prediccidn,
se obtienen los momentos de las distribuciones (7)

y (8):



St|t—1 = BtSt—1|t—1 (15)

Pt|t—1 = BtPt—1|t—lB£ + Q; (16)
Yt|t—1 = ZtSt|t—1 (17)
Qt|t—1 = ZtPt|t—IZ£ +R; (18)

Notese que los momentos obtenidos en (15)-(18)
dependen de los valores pasados de los momentos
de la distribucion (6). Es decir, los valores pasados
de los momentos de la distribucién de la variable de
estado en t una vez revelado Y;. Este paso se realiza
en la segunda fase del filtrado, denominado de
actualizacién, que consiste en actualizar la ganancia
de Kalman y los momentos de la distribucién de S;
condicionado al conjunto de informacién Y*:

K, = Pt|t—1Zt’ t_|%—1 (19)
St|t = St|t—1 + Kt(Yt - Yt|t—1) (20)
Pt|t =(- KtZt)Pt|t—1 (21)

De esta manera, partiendo de las condiciones
iniciales Spio Yy Pojo, las ecuaciones (14)-(21)
permiten obtener recursivamente las distribuciones
(6)-(8) para cada momento t.

Detengamonos en el rol que cumple la ganancia de
Kalman en este proceso. Para ello, veamos la
intuicion detras de la matriz K,. La misma puede
pensarse como un cociente entre el “ruido”
generado por la variable de estado —P;;_;Z;'—y
el ruido del conjunto de sefiales en el periodo t —
Qyj¢—1—- Cuanto mas ruidosas sean las sefiales en ¢,
mayores las varianzas de los errores de medicién.
Las mayores varianzas de R, se traduciran en
mayores varianzas de (), y en una menor ganancia
de Kalman. En efecto, cuanto mas ruidosas la
sefiales, menor correccion se realizara sobre la
media y la varianza de S;, una vez realizada la
observacién Y;.

Por otro lado, cuanto mas ruidoso sea el proceso de
las variables de estado, mayor valor informativo
tendra la incorporacidn de senales para la inferencia
de los momentos de S;. Esto se reflejard en una
mayor ganancia de Kalman.

1. Suavizado de Kalman

Como vimos en la seccién previa, el filtrado de
Kalman nos permite obtener los momentos de los

5 Rauch et al. (1965).

estados latentes utilizando las realizaciones de las
variables observables en el periodo 1:t. Si bien el
filtro de Kalman es suficiente para computar la
verosimilitud de los datos, es subdptimo para
estimar los momentos de las variables de estado.
Para su estimacidn es deseable utilizar toda la
informacion de la muestra 1:T. Es decir, es
deseable obtener el valor esperado del vector de
estados, condicionado a la informacién Y7T. El
suavizado de Kalman nos permite obtener tales
momentos. A diferencia del filtrado de Kalman, en
el que la recursién es hacia adelante, el suavizado
de Kalman combina un proceso de recursion hacia
atrds —partiendo de los valores terminales de las
variables de estado—, con un proceso hacia
adelante, en el que se utilizan las distribuciones del
filtrado de Kalman. Es decir, el filtrado de Kalman
constituye un insumo para el suavizado de Kalman.
En este sentido se trata de un proceso que combina
ambos tipos de recursiones.

Especificamente, a lo que nos referiremos como
suavizado de Kalman en este trabajo es al algoritmo
de suavizado de Rauch, Tungy Striebel (RTS)*. Como
veremos, se trata de un algoritmo que itera
directamente sobre las estimaciones realizadas por
filtrado y suavizado.

Para su derivacion, volveremos a utilizar el teorema
de la distribucion condicional para una distribucion
normal multivariada. Nuestro punto de partida es la
distribuciéon condicional conjunta de S; y Siiq
respecto de Y¢. Ya hemos derivado anteriormente
sus varianzas —ver ecuaciones (6) y (7) adaptando
t—. Sélo nos resta obtener la expresion de la
covarianza entre S, y S;..;, condicional a Y¢:

cov(Sy, Se—11Y*) =
= cov(Sy, Bry1SelV?) +
cov(Sy, er411Y")
= cov(Sy, By SelYH)
= E[(S: - St|t)(Bt+1St - Bt+15t|t)llyt]
= E[(St - St|t)(st - St|t)’Bt+1’|.Yt]
De manera que:
cov(S;, S;_4|Y") = Py B,

La distribucién condicional conjunta de S; y S;44
respecto de Y! resulta:



i

St ] Py Pt|tBt+1, (22)
Sev1)t BevaPye  Pryape

Como nuestro objetivo es un algoritmo que realice
una recursion hacia atrds de las variables de estado,
estamos interesados en obtener la distribucién de
S,, condicionada a S, e Y¢. Utilizando el teorema
de distribucién condicional en (22) para una
distribuciéon normal multivariada, resulta®:

St+1

E[S|St41, Y] =

Stlt + Pt|tBt+1’Pt_+11|t(St+1 - 5t+1|t) (23)
var(SelSe 1, Y4 =

Pt|t - Pt|tBt+1,Pt_+11|tBt+1Pt|t (24)

Ya hemos obtenido la distribucién de los estados
condicionales a S, e Y*. Ahora debemos extender
el conjunto de informacién incorporando las
observaciones entre t: T. Para ello utilizaremos las
siguientes propiedades de Markov:

E[Se|Se1, YT] = E[S¢|S¢s1, YF]
Yy
var[S;|S;41, Y] = var[S|S;41, Y]
Aplicadas en (23) y (24), obtenemos:
E[Si|Se1, Y] =
Stlt + Pt|tBt+1’Pt_+11|t(St+1 - St+1|t) (25)
var(S¢lSes1, YT) =
Pt|t - Pt|tBt+1,Pt_+11|tBt+1Pt|t (26)

Por ultimo, aplicando propiedades de esperanza y
varianza condicional’, resulta:

StlT = E[St|YT]
= E[E[S¢|S¢+1, YT1IYT]
- E[St|t + Pt|tBt+1 Pt+1|t(5t+1 - St+1|t)|YT]

= St|t + Lt(5t+1|T - St+1|t)

bpuede resultar extrafio expresar la distribucion
condicional a S;4, pero lo expresamos de esta forma por
conveniencia. Posteriormente lo re expresaremos,
utilizando la ley de las expectativas iteradas.

Donde:
Ly = Pt|tBt+1, t_+11|t
Para la varianza condicional obtenemos:
Pyp = Var[S,|Y"]
= Var[E[S;|Se1, YT1IYT]
+E[Var([Se|Se,1, YTIIYT]
= Var[St” + Lt(st+1|T - St+1|t)|YT]
+E[Pt|t - LtPt+1|tLt,|YT]
= Ltvar[sﬂtlYT]L’t + Py — LtPt+1|tLt’
= LtPt+1|TL,t + Pt|t - LtPt+1|tLt,
= Pt|t + Lt(Pt+1|T - Pt+1|t)Lt,

En resumen, el algoritmo RTS puede escribirse
como:

StlT = St|t + Lt(5t+1|T - St+1|t) (27)
PtlT = Pt|t + Lt(Pt+1|T - Pt+1|t)Lt, (28)
Donde:

L, = Pt|tBt+1’ t_+11|t (29)

Con las condiciones iniciales dados por:

El algoritmo de suavizado puede interpretarse
como una mejora retrospectiva de la estimacién de
la variable de estado S; obtenida con el filtro de
Kalman, utilizando los datos adicionales observados
entret:T.

En larecursidn (27)-(28), las series {St|T} y {P”T} son
el resultado del proceso de suavizado, mientras que
{SHW}, {Stlt}' {Pt+1|t} y {Pﬂt} surgen del filtro de
Kalman. En ese sentido el algoritmo combina una
recursién backward con una forward.

Veamos la intuicién de la ecuacién (27). El vector de
variables filtradas S, surge de corregir el valor
actualizado a t del filtro de Kalman S, por el

7 Especificamente, para tres variables X, Y,Z:
E[X|Z] = E[E[X]|Y, Z]|Z]
Var[X|Z] = Var[E[X|Y, Z]|Z]
+E[Var[X|Y,Z]|Z]



término Lt(St+1|T - St+1|t). El paréntesis muestra
la diferencia entre el valor del vector de estado
obtenido en t+ 1 utilizando la informacién
posterior al momento t —S;,4;r—, y el valor del
vector de estado pronosticado para t + 1 en base a
la informacién disponible hasta t —S;,,—. La
diferencia entre Sy 47 — S¢4q)¢ S€ debe a que el
primer término consta de informacién adicional,
entre t: T. Cuanto de esta informacién adicional se
incorpore al valor actualizado del filtro de Kalman
S¢c depende de la matriz L;, que determinara la
ganancia informativa.

La matriz L, cumple un rol equivalente al de K,
pero refiriéndose a la ganancia de informacién por
disponer de la inferencia del vector de estado S;, ;,
utilizando informacién hasta T —a diferencia de K,
que referia a la ganancia informativa aportada por
la sefial Y,—. En efecto, L, se define como el ratio
entre la matriz de covarianza entre S;,; v S; —
P.¢B;11'—, que puede interpretarse como la
informacion que en la recursiéon backward aporta
para S; la inferencia de S, y la matriz de varianzas
y covarianzas de S,y —P;.q);—, que representa al
ruido g de estado—. Este cociente constituye una
medida de cuan informativa resulta el proceso
recursivo S;,; para la dindmica de S;. Cuanto mds
informativa resulte la inferencia de la variable de
estado en t + 1 para la inferencia de sus momentos
en t, mayor el valor de la ganancia L, y por ende
mayor la correccion de S, para obtener S;r.

Los mismos razonamientos esbozados
anteriormente se hacen extensivos para el caso de
la matriz de covarianzas (28).

IV. Filtrado de Kalman y funcién de verosimilitud

Como hemos mencionado en la seccidn Il, ademas
de la inferencia, el filtro de Kalman nos permite
evaluar la funcién de verosimilitud, y de esta
manera brindarnos la herramienta necesaria para
estimar la estructura paramétrica de la
representacion de estado-espacio (1)-(2). Para ello,
partamos de un momento discrecional t. Podemos
utilizar S;_qj¢—1 Y Pr—1)¢—1 junto con la ecuacion de
transicion para obtener Sy, Yy Py¢—q- En otras
palabras, podemos utilizar la fase de prediccion del
filtrado de Kalman. Con S, calculamos el
pronéstico Y,y = Z;Stj¢—1- Una vez realizada la
observacidn Y;, estamos en condiciones de obtener
el error de pronéstico:

u =Y =Yy

=Y - ZtSt|t—1

e+ Z(S; — Stje-1)

Debido a que los errores son Gaussianos, resulta
ut~N(O,ZtPt|t_th +R). Adicionalmente, como
Y; = Yyt-1 + Uy, tenemos que:

fQOAYE8) = f(up, t)

Con el objeto de construir la funcion de
verosimilitud, necesitamos obtener las
distribucionesf (Y |Y*"1,6), para todo t. Dado
Se-je-1 Y Pe_yje—1, computamos f(Y |V, 8)
utilizando la funcion de densidad normal
multivariada:

1
fIYt,6) = X

J(Zn)t|ZtPt|t_1Z£ +R|

) (ZePyeaZi+ R) 'u,
2

exp

Posteriormente, para computar f(Y.,|Y%8)
requerimos de S;. y Py En otras palabras,
necesitamos utilizar el paso de actualizacion del
fitro de Kalman para incorporar la nueva
informacion disponible en t. De esta manera,
utilizando de forma iterativa las dos fases del filtro
de Kalman podemos obtener sucesivamente todas
las distribuciones condicionales, y de esa manera
computar la  funcién de  verosimilitud
0, Yy, Y 8) = [Tz, (VY1 6).

V. Observaciones faltantes

Por ultimo, cabe sefialar que una caracteristica
adicional de los modelos de estado-espacio es que
permiten abordar el problema de series de tiempo
observadas con irregularidad (es decir, con
observaciones faltantes). Para un determinado t,
puede suceder que para alguna o bien todas las
variables del vector de observacién no se disponga
de valor observable. Abordaremos de manera breve
ambos casos a continuacion.

Supongamos que la secuencia temporal de las
variables observables Y, de dimensién g, X 1 es
irregulary que, en cada t, podemos definir un vector
de variables observadas Y} de dimensién g} x 1y
un vector Y2 de variables faltantes de dimensién
q¢ X 1,con qi +qf = q.

La ecuacién de observacion puede reescribirse
segun:



| VA3 el

o] =[]+ 2
Yy Zt et
RI' R
R¥ RZ
matriz de varianzas y covarianzas de los errores de

medicion del grupo de variables observadas vy el
grupo de variables faltantes.

el
Donde cov[ tz] =[ ] corresponde a la
et

Si consideramos sélo el vector de variables
observadas, podemos reemplazar el modelo estado
espacio en (1)-(2) por:

Yi=21-5, +e!
S, =B, S, +¢

Donde ahora la ecuacién de observacién Y;! tiene
dimensién g} X 1 en el momento t.

Con respecto al cambio en la dimensién del vector
de observacion, en la seccidn Il puede observarse
que la derivacién del filtro de Kalman no presenta
ninguna limitacion que excluya dichos casos. Es
decir, aunque la dimensiéon de Y, varie, las
ecuaciones (16), (19), (20) y (21) que surgen de la
derivacién del filtro de Kalman se cumplen
realizando las transformaciones o sustituciones
correspondientes®.

Sin embargo, puede resultar computacionalmente
mds facil mantener la dimensidn de la ecuacién de
observacion e imputar valor 0 a los componentes
faltantes. Por ejemplo, si en t no hay datos, las
ecuaciones de actualizacidn (19)-(21) se modifican
tal que:

1
-l
0
Zl
z=[%]
““lo
R 0
R, = : 22]
0 I

Siendo I?? la matriz identidad cuadrada de
dimensién igual a la del vector Y2 de observaciones
faltantes. Con dichos reemplazos, la estimacién por
maxima verosimilitud se lleva a cabo igual que en el
caso de una serie de datos completa.

Si, en cambio, todo vector de observaciéon Y;
contiene observaciones faltantes, entonces los
componentes de la matriz K de la ganancia de

8 Lo mismo sucede si alguno o todos los parametros de la
ecuacion de estado o de la ecuacién de transicion
(Bt, Zt, Qr, R;) cambia dentro del periodo muestral.

Kalman adoptaran un valor 0. Entonces, para el
conjunto Y; de variables faltantes, las ecuaciones
(20) y (21) devienen:

Stlt = Stlt—l
Ptlt = Ptlt—l

Por lo tanto, es posible estimar un modelo estado
espacio tanto en el caso de observaciones faltantes
para algunas de las variables del vector de
observacién, como en el caso de observaciones
faltantes para todo el vector de variables Y;.

VI. Ejemplos de aplicaciones macro-financieras

En esta seccion describiremos dos ejemplos de
representaciones de estado-espacio de modelos
utilizados en la literatura macro-financiera. El
primero, es el modelo dindmico de Nelson y Siegel,
para la representacién de la estructura temporal de
curvas de rendimientos. El segundo, es el modelo de
Arouba (2018) para la representacién de la
estructura temporal de expectativas de inflacion.

Modelo dindmico de Nelson y Siegel de estructura
temporal de tasas de interés

El modelo de Nelson y Siegel (1987) representa la
estructura temporal de la curva cupén cero como la
suma entre una constante y una funcién de
Laguerre, que consiste en un polinomio
multiplicado por un término de decaimiento
exponencial. Siguiendo esta estructura, en la
representacién dinamica del modelo NS propuesta
por Diebold y Li (2006), la evolucién temporal del
rendimiento de un bono con madurez 7, y(7) esta
dada por la suma ponderada de tres factores no
observables, denominados nivel L, pendiente S, y
curvatura C, de acuerdo con la siguiente expresion:

ye(®) = L, — (1_:;/11) St

—At
+ (% - e‘“) C.+e (30)
El factor nivel se encuentra multiplicado por 1,
mientras que los factores pendiente y curvatura se
multiplican por dos funciones que describen el
comportamiento de mediano y largo plazo de la
estructura temporal, respectivamente.

El pardmetro A caracteriza la tasa de decaimiento
exponencial de ambas funciones. Valores pequefios



de A producen una caida suave, y permite ajustar
mejor la curva a plazos largos, mientras que valores
mayores producen una caida mas pronunciada, y
permiten ajustar mejor la curva en el corto plazo.
Este parametro también caracteriza el horizonte
temporal en la que el factor curvatura alcanza su
mayor ponderacion. Notese que tanto la funcidn
que multiplica al factor pendiente como al factor
curvatura tienden a cero con T — oo, de manera que
lim y,(t = ©) — L;. El término e, constituye un
término de error.

Existe una amplia literatura que respalda el uso
empirico del modelo NS para representar estatica y
dindmicamente la curva de rendimientos —ver
Diebold y Rudebusch (2013)—. En su version
dindmica, el modelo NS se especifica como una
representacién de estado-espacio, en el que la
expresién (30) constituye la ecuaciéon matricial de
observacion para T variables observables
correspondientes a los retornos cupdn cero de
titulos con vencimiento 7. El modelo se completa
con la ecuacién matricial de transicion, que
caracteriza la interaccién dindmica entre los
factores no observables L;, S; y C;.

A modo de ejemplo, consideremos el caso de tres
ecuaciones de observacién, correspondientes a un
horizonte temporal de 1, 6 y 12 meses vista. Las
ecuaciones matriciales de observacion y transicién
(1) y (2) resultan respectivamente:

[ Test+1
Tiot+e | = (31)
| TTtt+12
[ 1—e* 1—e*
1 —e*
A A L el
1—e 6% 164 t ¢
61 it M B R
1 —e-124 | _ p-121 Ce el
1 _ p,—121
L 124 121

Leys by, 0 0 L &
St+1|=]0 Dby O S|+ |t (32)
Cevr 0 0 b3l LG &

Con:

9 La Reserva Federal de Filadelfia publica mensualmente
la evolucion de la curva de expectativas de inflacidn
calculada con la metodologia de Arouba (2016).
https://www.philadelphiafed.org/research-and-
data/real-time-center/atsix

2 2 2 2
o¢ 0 0 Og, 0%, Of,
— 2 2 2
Y Q - 0821 082 0-823

2 2 2
0-831 0-532 0-53

En la ecuacion matricial (32), se representan los
factores nivel, pendiente y curvatura como
procesos AR(1), con shocks correlacionados (Matriz
Q no restringida).

Modelo de Arouba de estructura temporal de
expectativas de inflacion

En su trabajo “Term Structures of Inflation
Expectations and Real Interest Rates” de 2016,
Boragan Arouba presenta una metodologia de
estimaciéon de la estructura temporal de las
expectativas de inflacién en los Estados Unidos, en
base a informacion de encuestas®. Su modelo se
caracteriza principalmente por dos elementos. El
primero, es utilizar el modelo dindmico de Nelson y
Siegel (31) y (32) para representar las expectativas
de inflacién. Definiendo m,(7) a la expectativa de
inflacidn entre t y t + 7 —a las que denominaremos
expectativas spot—, resulta:

Toe4e(T) = Ly — (1_:;/11) St

—-At
+ (% - e‘“) C,+e (33)
De acuerdo con esta especificacidn, L, captura la
inflacidon esperada de largo plazo, S; la diferencia
entre la inflacién de corto y de largo plazo y C; la
inflacion esperada relativa entre el mediano vy el
corto y largo plazo.

El segundo elemento que caracteriza su modelo es
la ampliacién de las ecuaciones de observacion para
incorporar el relevamiento de expectativas de
inflacién en periodos futuros, es decir entre t + 7,
y t + 1, —a las que denominaremos expectativas
forward—. Para la derivaciéon de este conjunto
adicional de ecuaciones de observacion,
comenzaremos denotando II;_,;,; a la tasa de
inflacién bruta anualizada entre t y t + s como:

r (r=s)
Ht—>t+s = (Ht—>t+r)s X (Ht+r—>t+s) s

Aplicando logaritmos, se obtiene:



X (T[t+r—>t+s)

(r—s)
s

r
M pys = S X (T —p4r) +

Donde:

12
T pys = 1081 pys = P— [log Pyys —log P{]

Es el logaritmo de la tasa de inflacién anualizada
entre el mes t y el mes s, expresado en tanto por
uno. Reordenando términos, resulta:

N T
Meprotrs = 73 X Mepas — 7= X Meprr (34)

Tr—Ss
Notese que la ecuacidén (34) expresa la inflacidn
forward m;,,_,;4s €n términos de las inflaciones
spot Ty _,i4s Y éxnt_,tw. De esta manera,
aplicando la ecuacién (33) en (34) para los
correspondientes horizontes temporales,
obtenemos:

e—lrl _ e—lrz
Ty, —tir, = Le + BICETOR (€ —Sp)

+ (—Tle_hl_rze_hz) Ct + e (35)
T2—T1

La ecuacion matricial (35) nos permite ampliar el

conjunto de ecuaciones de observacién (33) para

incorporar relevamientos de tasas de inflacidn

esperada en periodos futuros.

En el ejemplo que se plantea a continuacién, se
parte de la estructura basica del modelo de Arouba,
y se amplia la representacion de estado-espacio
incorporando los efectos de las variaciones
cambiarias realizadas sobre la estructura temporal
de expectativas de inflacidn. Para ello incorporamos
dos factores no observables adicionales. El primero,
que represente los efectos de los shocks cambiarios

mensuales sobre las expectativas de inflacion. El
segundo, que capte los efectos de la depreciacién
acumulada a lo largo del ultimo afio sobre las
expectativas inflacionarias. Como sefiales ruidosas
de estos factores no observables utilizaremos la
tasa de depreciacion mensual, y la tasa de
depreciacién acumulada en los ultimos 12 meses,
respectivamente. De esta manera, a las ecuaciones
de observacidon (33) y (34) adicionaremos las
siguientes:

& =ED1i t+ e, (36)
S =ED12; + e, (37)

Donde ¢,_,_,, es la tasa de depreciacidn realizada
durante el Ultimo mes y ¢_,,_,. es la tasa de
depreciacién observada en los ultimos 12 meses.
Las variables ED1, y ED12, corresponden a los
factores no observables, asociados con los impactos
cambiarios de corto y mediano plazo.

Para el caso argentino, una fuente de informacidn
vdlida para las ecuaciones de observacion (33) y (35)
la constituye el relevamiento de expectativas de
mercado (REM) que lleva a cabo el BCRA. Tomando
como referencia esta encuesta, podriamos utilizar
por ejemplo dos tasas de inflacién entrety t + 7 —
i.e. spot— y seis tasas esperadas futuras entre t +
Ty t+ 1+ 60 —ie. forward—. En el primer caso
podria utilizarse la inflaciéon esperada un mes y 12
meses vista —T; ;11 Y Tr— 412, Mientras que las
tasas futuras podrian corresponderse con valores
det=1,2,34y5mesesy =1 —m 1,142,
Ttr2—t+3r Te43—t+4r Ttra—t+s5 Teesot+6—— Y UN
casoparat =12y 0 =12, — ;4121424

El Cuadro 1 muestra la representacidon de estado-
espacio resultante bajo estos supuestos.
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Cuadro 1
Representacién de estado-espacio

Ecuacion matricial de observacion

1 1—e4 1—e?
A A
B 7 -A _ p=2A 1 —22
e e et—e
Mo+t 1
A A
TMer1t42 ) ™24 _ ¢34 e~2A — g=34
A A
Teg2-t43
1 e~34 _ =44 e—3/1 - e—4/1
Ter3t+4 A 2
—4A _ ,=52 ~42 _ ,=52
T4 a-t+5 1 € e € € .
= A A
Ter5t46 e—54 _ g—62 =54 — =61
1 —-e
Meat+12 A i
1_8—121 1_8-121
Ter12-t424 1 T T
122 124
&t . o124 _ o241 o—124 _ g-242
122 122
$e-12-¢
- = 0 0 0
0 0 0
Ecuacion matricial de transicion
1
L; bi1 b1z b1z bia bis] L4 &2

St b21 ba2 b2z baa bzs| | Se—1 &t
Ct [=|bs1 bsz b3z b3y bgs|:| Ceoq |+ 8t3
Dc, bar baz baz bas bys| [Deey ef

Dl bsi bsz bs3 bsy bssl IDle-al |5

Con

2 0 0 0 0 0 O O 0 O

0 ¢2 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 62 0 0 0 O 0O O O

0 0 0 g3 0 0O O O O O

R=| 0 0 0 0 % 0 0 0 0 O

0 0 0 0 09 O 0O O O

0 0 0 0 0 09 0 0 O

0 0 0 0 0 0 099 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 & 0

0 0 0 0 0 0 O O 0 g4

0 0 B ]
€
-22 0 0
€
— g3 0 0 L, e,
— et 0 0 s, e,
— e—52 0 0 €2
C, +
e
— -6 o 0 z
Dc,
€
0 0
DI, e,
—e-242 0 0 - -
€3
1 0
€4
0 1 ) -
s 0 0 0 O
0 ¢ 0 0 O
Q= 0 o4 0 O
0

0 0 0 95

Notese que, en este caso, a diferencia del ejemplo
del modelo de Nelson vy Siegel, se ha especificado
una matriz de transicion no restringida, con shocks
independientes sobre las variables de estado
(matriz Q diagonal). Alternativamente, podrian

especificarse procesos AR(1) para los factores de
observables (matriz B diagonal) con shocks
correlacionados (matriz Q no restringida). Como
puede también observarse, se ha sumido que todas
las expectativas de inflacion spot comparten la
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misma varianza en su error de observacién (matriz
R). El mismo supuesto se asume para el caso de las
expectativas forward.

VII. Conclusion

En esta nota técnica se presentd de manera
resumida una descripcién de la representacion de
estado-espacio y de los procedimientos de filtrado
y suavizado de Kalman. Numerosos modelos macro-
financieros incluyen variables no observables y la
representacién de estado-espacio permite inferir
sus momentos a partir de la informacién que
aportan variables que actian como sefiales
ruidosas. Con respecto a los procedimientos para
obtener tales inferencias, hemos descrito el
proceso de filtrado de Kalman (proceso forward) y
de suavizado (que emplea una recursidon que
combina componentes backward vy forward)
dependiendo del conjunto de informacion utilizado.
El filtro de Kalman utiliza sélo la informacidn
disponible hasta el momento t para obtener una
inferencia de las distribuciones condicionales de la
media y de las matrices de varianzas y covarianzas
de las variables no observables. Por su parte, el
suavizado de Kalman amplia el conjunto de
informacion, utilizando toda la muestra disponible,
hasta el momento terminal T.

En el presente trabajo detallamos las ecuaciones
que caracterizan ambos procedimientos con el
objetivo de facilitar su interpretacion y su aplicacién
en modelos macro-financieros que busquen
representar la interrelacion dinamica entre
variables observables y no observables.

Adicionalmente, hemos referido al uso del filtro de
Kalman para la estimacion de la estructura
paramétrica de las representaciones de estado-
espacio a través de la evaluacién de la funcién de
verosimilitud.

Por ultimo, a modo de ejemplo, propusimos dos
aplicaciones de representaciones de estado-espacio
en modelos macro-financieros. La primera, el
modelo dindmico de Nelson y Siegel para la
representaciéon de la estructura temporal de curva
de rendimientos. En segundo lugar, una ampliacién
del modelo basico de expectativas de inflacién de
Arouba, al que le incorporamos dos factores no
observables que conceptualmente buscan captar
los efectos de los shocks cambiarios realizados en el
corto y mediano plazo, sobre las expectativas de
inflacion.
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XIX. Anexo

Como se ha mencionado en la seccion |, la
derivacién del filtro de Kalman que se presenta en
este trabajo asume que S,,e; y & se distribuyen
normalmente. En ese caso, para el computo de las
medias y matrices de varianzas y covarianzas
condicionales de las variables de estado, se utiliza el
teorema de la distribucion condicional para una
distribucion normal multivariada. En términos de
los casos alternativos propuestos por Durbin y
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Koopmans, tal derivacidn se encuentra en linea con
los supuestos del Lema 1.

En el presente anexo se deriva el filtro de Kalman
prescindiendo del supuesto de normalidad, lo que
se corresponde con el Lema 2 de Durbin vy
Koopmans. En este caso, el filtro de Kalman puede
ser pensado como un algoritmo que computa
prondsticos de minimos cuadrados lineales del
vector de estado, sobre la base de la informacion
observada en t —Ver Hamilton (1994).

Desde esta perspectiva, el filtro éptimo surge de la
minimizacién del error cuadratico medio. En un
modelo estado espacio del tipo:

Y, =25 +e; (38)
St =BSi1 t & (39)

Donde B; es la matriz de transicidon y se asume
estacionaria, e, es ruido blanco y no esta
correlacionado con ¢, E[e.s,] = 0. Las covarianzas
de los errores se asumen estacionarias y estan
dadas por:

Ele,e/] =R (40)
Elecel] = Q (41)

La diferencia entre S; y su valor estimado §t|t_1 es
el error de pronéstico:

Con cada error de prondstico se asocia una matriz
de varianzas y covarianzas:

Py = E[ww(]
= E[(St - gtlt) X (S — §t|t)’] (42)

Como §t|r—1 es el estimador de la variable de estado
con la informacion disponible hasta t-1, una vez
revelada la informacién en t podemos escribir la
ecuacion de actualizacién de S; como:

Stlt = gtlt—l + K (e — thlt—l) (43)
Sustituyendo (38) en (43):
Stlt = gtlt—l + K (ZS; + e, — thlt—l) (44)

Luego, sustituyendo el valor de §t|t de (44) en la
ecuacion (42):

Pye = E[(St - Stlt—l ‘f Ki(ZS; + e,
- ZStIt—l))
X (8¢ — Stjp-q + K (ZS, + e,
- thlt—l))’]

Reordenando:

Py = E[(St - §t|t—1 - KtZ(St_§t|t—1)
— K;e,) ) )
X (St = Seje—1 — KeZ(S¢—=5¢1¢-1)
- Ktet)’]

Py = E[(St - §t|t—1 - KtZ(St_StIt—l)
— K;e,) ) )
X (St = Stje—1 — KeZ(Se—=5¢1e-1)
- Ktet),]
Py = E[(U - KtZ)(St_§t|t—1)
— K;e,) )
X ((I - KtZ)(St_StIt—l)
- Ktet),]

Donde (St—§t|t_1) es el error de prediccidn en t-1y
no esta correlacionado con e;, de manera que:

Ptlt = - K.Z) E[(st - §t|t—1)(st_§t|t—1 )’](1
—K.Z)' + K,.E[ece 1K/

(45)

Sustituyendo (40) en (45) se obtiene la siguiente
expresién para la matriz de covarianzas de los
errores:

Ptlt =(- KtZ)PtIt—l(I —K.Z)' + K,RK/  (46)

La traza de la matriz P,, es el error cuadrético
medio (ECM). La minimizacion del ECM resulta de
minimizar la traza de P,,. Para ello se diferencia
primero con respecto a K, y se iguala a cero para
encontrar la condicién de minimizacidn.

Comenzamos distribuyendo los términos en (46) y
re-expresamos:

Pye = Pyjr—1 — KeZPyyqy — Py Z'K{ +
K[ZPy:_1Z' + R]K! (47)

Como la traza de una matriz es igual a la traza de su
traspuesta, entonces:

Tr[Pye) = Tr[Pyc-1] — 2Tr[K.ZPye_1] +
Tr[K.(ZPy:—1Z)K!]  (48)

Derivamos con respecto a K; e igualamos a cero:
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oTr|P '
M = —2(ZPyjr-1) +2K(ZPye—1Z' +R)
0K,

=0

Despejando K, encontramos la expresién de la
ganancia de Kalman asociada a la condicion de
minimizacion del error cuadratico medio:

Ky = PyyaZ' X (ZPy—1Z' + R)™* (49)
Sustituyendo (49) en (47):
Pyt = Peje—1 — KeZPpjp—q

= - KZ)Pyjt1 (50)

Las ecuaciones (43), (49) y (50) son respectivamente
analogas a las ecuaciones (20), (19) y (21) obtenidas
a partir del supuesto de normalidad en el presente
trabajo, y permiten obtener a una estimacidén de S;
a partir de condiciones iniciales.

Luego, de manera recursiva se puede obtener la
variable de estado y la matriz de covarianzas del
error de prondstico para los periodos siguientes.
Adaptando los subindices temporales segln
corresponda, obtenemos:

Stlt—l =BSi_1t-1 (51)
Pyiq = E[tht—lwtllt—l] (52)
Siendo:

Wejt-1 = St — gtlt—l (53)

Reemplazamos (39) y (51) en (53) y obtenemos una
expresion para Wyje_; :

Wije—1 = BSi_q + & — BSi_q)t-1
=Bw;_; + & (54)

Sustituyendo la expresién (54) en (52) y recordando
que el error de prediccion en t-1 no esta
correlacionado con ¢; :

Py = E[(Bwi_q + &)(Bwe_q + )]
= E[(Bw,_1)(Bw;_1)'] + E[&.&,']

= BPt—lIt—lB’ + Efece,'] (55)

Por ultimo, reemplazamos (41) en (55) y obtenemos
la expresidon que estdbamos buscando:

Ptlt—l = BPt—lIt—lB, +Q (56)
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